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Prólogo del traductor 


La presente obra Problemas de Mecánica general yy aplicada 
de Wittenbauer, publicados por Póschl, comprende tres tomos : 
el primero, que ahora se publica, trata de problemas de «Me= 
cánica general»; el segundo, de «Resistencia de materiales 
y Cálculo de estructuras»; el tercero, de « Hidráulica y Mecá- 
nica de fluidos». Este primer tomo comprende 896 problemas 
distribuidos en 42 capitulos agrupados en las tres divisiones 
clásicas de la Mecánica : Estática, Cinemática y Dinámica. 

Acerca «del carácter de los problemas y objeto que se per- 
sigue al publicarlos nada diré, pues me remito a los prólogos 
redactados por el autor y el encargado de la publicación del 
libro donde estas cuestiones se explican con todo detalle. La uti- 
lidad del libro es grande para todos los alumnos que se de » 
al estudio de la Mecánica en nuestras Universidades y Escuclas 
especiales, He procurado, con todo mi esfuerzo, conservar en 
esta traducción dos preciosas cualidades del original : la claridad 
y la concisión ; ambas conseguidas con el empleo de numerosas 
figuras que evitan la ambigiiedad y ampulosidad tan corrientes 
en los enunciados de toda clase de problemas. He conservado 
las mismas notaciones porque son muy cómodas y apropiadas : 
alguna que otra variante que se observa respecto a los libros 
que se publican en España, Francia e Italia tiene poca impor- 
tancia ; además, el cuadro que va al principio salva toda duda 
que pueda presentarse. 

Aunque el libro se edita con todo el esmero y primor a que 
nos tiene acostumbrados la EbrroriaL Lañor, S. A. de Bar- 
celora, en sus importantisimas publicaciones, rogamos a pro- 
fesores y alumnos que lo utilicen, se dignen enviar a dicha Casa 
nota de las orratas, observaciones y modificaciones que estimen 
procedentes para poder tenerlas en cuenta en sucesivas ediciones. 


R. Duhlang. 


Prólogo de Ta cuarta edición 


Los problemas contenidos en este libro tienen el carácter 
de ejercicios fáciles que todo principiante ha de estar en con- 
diciones de resolver si ha asimilado bien las enseñanzas recibidas 
en clase. Tienen por objeto proponer al estudiante aplicaciones 
sencillas que le faciliten el estudio y le produzcan la satisfac- 
ción que debe sentir por su trabajo personal. 

La mayor parte de los ejercicios, los he redactado con fines 
pedagógicos, Del resto, siempre que me ha sido posible, he dado 
el nombre del autor. En particular, he tomado algunos ejemplos 
de las siguientes obras : W. Walton, « Collection of problems of 
the theoretical Mechanics » ; E. J, Routh, « Dynamik der Systeme 
starrer Kórper», edición alemana de A. Schepp. 

Comparado con las ediciones anteriores, este tomo comprende 
varios problemas nuevos, además de la corrección de las solu- 
ciones de los antiguos. Por las numerosas comunicaciones y 

“ propuestas que he recibido, he de expresar en este lugar mi más 
profundo agradecimiento. 
F. Wittenbauer. 


Prólogo de la sexta edición 


La nueva edición de esta obra tan conocida, ha experimen- 
tado una modificación fundamental que, ante todo, ha tenido 
por objeto acomodar la elección de temas y forma de exposición 
de los mismos, a las exigencias actuales de la enseñanza de la 
Mecánica en nuestras Escuelas Técnicas Superiores. Sin embargo, 
se ha procurado, en lo posible, conservar el meritorio carácter 
elemental del libro. 

Son capítulos nuevos los dedicados : al estudio de entrama- 
dos compuestos, entendiendo por tales — la nomenclatura de 
la literatura técnica no ha llegado a una denominación aceptada 
por todos — los isostáticos que no son simplemente triangula- 
dos; a la representación de Mayor-Mises ; teorema de las áreas ; 
giro de un cuerpo alrededor de un punto (giróscopo), limitando 
aqui los problemas a los conceptos fundamentales ; y, finalmente, 
a la estabilidad, procurando aclarar este importante concepto 
en sus aspectos estático y dinámico con ejemplos sencillos. Han 
experimentado modificaciones importantes los capítulos sobre 
movimiento de las figuras planas y sobre movimiento relativo, 
insistiendo en el empleo de métodos geométricos para deter- 
minar las velocidades y aceleraciones en mecanismos sencillos. 
También se ha incluído al final 'uná tabla con las principales 
fórmulas, análogamente a lo hecho en los tomos 11 y 111, tabla 
que da un resumen de Jos métodos empleados. 

Como el tamaño del libro no debía aumentarse exagerada- 
mente, he suprimido gran número de problemas, que figuraban 
en las ediciones anteriores. 

Respecto a notaciones, he procurado, en lo posible, emplear 
las del «Handbuch der Physik », tomos V a VI1, introduciendo, 
para ello, las oportunas variaciones. 

Para la elección de nuevos ejercicios he utilizado las obras de 
A. E. H. Love (« Theoretical Mechanics », con traducción alemana 


*x Prólogo de la sexta edición 


de la misma editorial), H. Lamb «Statics, Dynamics, Higher Me- 
chanics», etc.), entre otras, sin olvidar las obras de Walton y 
Routh ya citadas en las ediciones anteriores. 

Muchas de las modilicaciones se han llevado a cabo, atendien- 
do a numerosas comunicaciones de amistosos colégas a los que 
en este lugar expreso mi más sincero agradecimiento. 

Mi deseo al publicar esta edición es el mismo que me impulsó 
a publicar la precedente y que me ha guiado en la redacción de 
mis propios libros : facilitar sistemáticamente a los estudiantes 
la asimilación de los principios de la Mecánica, poniendo a con- 
tribución su esfuerzo personal. 

T. Póschi. 
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Notaciones empleadas en este libro 


iones (o presiones) 

los apoyos. 

lón de articulación, entre 

exuerpos, ete 

Diametro de un círculo. 

Potencia en Kgm s. 

Potencia absoluta en kgur s. 

= Putencía del rozamiento 

Presión olástica 5 superficie. 

Peso. 

mpuje o esfuerzo horiz 

Momento de inercia (m. de i) 

lomeulo de inercia polar. 

Y = Fuerzas 

= Longitud. 

= Masa ; momento, 

. M,» M, = Momentos respecto 
a Cres ejes reclangulures. 

== Potencia en €. Y, (caballos de 
vapor). 

= Centro instantáneo de ruta- 
clón (o polo de giro) 

= Fuerza, punto. 

= Carga; caudal de ugua (por 
segundo). 

»w< Resultanté, rozamiento, radio 
de una circunferencia o de 
una esfera. 

«Centro de gravedad (c. de gd, 
tensión total de una barra, 
hilo y cadena, ete. 

= Intervalo de tiempo, período. 

+= Energía potencial; vueltas 
por minuto. 

= Volumen, presión o tracción 

vertical. 

Resistencia (del 

etcétera 

Py Es oy Ys Componen- 
tes según" tres direcciones 
perpendiculares. 


agua, aire, 


a 


tancia, eje mayor dela elipse. 
a, b,c = Cosenos directores de una 
recta. a 


b = Ancho, distancia, eje menor 
de la elipse. 
€, 4 ... = Velocidades de un movi- 


miento uniforme. 
€ = doble de la velocidad areolar. 
C. d. g. = Centro de gravedad (abre= 
viatura). 


=:Parámetro de la catenaria, dis- 


eLro de un cfreulo, cuer- 
torno, ete. 


nte de choque 
f  = Coeficiente de rozamiento al 
miento, superl 


h ate de rozamiento en 
los gorrones. 

fe > Coeficiente de resistencia de 
una 

y = Aceleración de la gravedad, 

LA = Altura de un triángulo, o de 

| un rectángulo, paso de la 
hélice, 

y Eo = Atracción de la unidud de 
masa a la unidad de distun- 
cla. constante de lus fuerzas 
de resistencia, radio de giro. 

L- > Longilud de una barra. Juz, 
Mtro 

mo == Masa, metro. 

m. dei += Momento de inercia (ubre- 
Matura). 

En Número dle vueltas pornúnute 

¡Po Presión unitaria, parámetro 

| de las cóni 

q == Peso por unidad de longitud. 
Tr — Radio de un circulo » esfera 

¡ $. = Recorrido de un punto. se- 
gundo, 

| £- = Tiempo, Lonelada. 

|». = Velocidad varlable de un pun- 

1 to, volumen, 

[ Mo = Velocidad inicial. 

¡ 4, = Velocidad del e. d. .. veloci- 


dad de un sistema (arrastre), 
Velocidad relativa. 
Aceleraci 


11 complementaria o 
de Coriolis. 
Aceleración actuante. 
> 100) = Aceleración normal. 
4) = Aceleración del c. d. g., acele» 
ración de un sistema. 

10,, to 9 = Aceleración tangencial 
w, == Aceleración forza 
109 = Aceleración relativ. 
x, 1,2 = Coordenadas de 1 punto, 
¡A Trabajo. 

M = Masa reducida 

T_= Energía einél) 


xv Notactones empleadas en este libro 


T, = Energía cinética inilcial. 

2 = Polo de giro. 

a, B, y... = Ángulos de inclinación. 

y = Peso especifico. 

$ = Desplazamiento virtual, vu 
riación 

'ntricidad numérica de la 

pse. 


A »= Aceleración angular. 
Y = Densidad ; velocidad de prece- 


sión. 
» <= Velocidad de giro en el girós-" 
copo. 
Y, Y, 9 — Ángulos de Euler. 
e = Ángulo de rozamiento; radio 
de curvatura. 
= Velocidad de traslación. 
ad relativa detraslación. 


pse. 
E = Coeficienle de resistencia de 
una polea (ruzamiento en 
los gorrones y rigidez del vordenadas del <. d. g.5 
cable o cuerda). 1 ídem del punto central de 
1 == Rendimiento, coordenada. choque. 


x =— Coeficiente de resistencia al | £ = Cueficiente de rigidez. 
movimiento sobre ruedas y * 0 == Velocidad angular. 
rudillos? frecuencia circular, * «9 ++ Velocidad angular relativa. 


Observaciones del traductor 


ls Además de las nolaciones corrientes para designar las derivadas, 
se emplea en el libro frecuentemente otra; que consiste en poner, encima 
de la variable, vn punto, dos puntos... para designar la derivada pricuera, 
segunda, ... Le natación resulta muy cómoda y concisa cuando se manejan 
varias variables correlativas : por ejemplo, si las variables son x, 27, 2%... 
las Qorivadas primeras se designan así: %, 4, 4”,...; las segundas: 4, E 
E, ¿2 elo. 


¿2 Las palabras ; tensión, tracción, compresión, presión ; se emplean 
en este libro, mientras no se advierta lo contrario, en el sentido de esfuer- 
zos lotales (dimensión X). Ya se sabe que su sentido riguroso us el de fuer- 
zas repartidas en una superficie (dimensión XAL”*). Quizá hublese sido más 
copio poner siempre: Lensión Lotal, tracción total, etc. ; pero no lo hemos 
hecito perque esa designación es corrienté en Mecánica racional, para 
evitar la repetición excesiva de la palabra total y ademas, porque duda 
esta explicación queda evltada toda interpretación errónea. 
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Problemas 


I. Resultantes y equilibrio de las fuerzas 


1. Composición de fuerzas que actúan sobre un punto 


1. Cinco fuerzas situadas en un mismo plano y actuando 
sobre un mismo punto, tienen las siguientes magnitudes y di- 
recciones : K, = 10 kg. ; Ky = 15 kg.; Ky = 26 kg.; K¿= 8 kg.; 
K¿=12 kg; L (K, K)=50%; Y (Ky Ky) =160% L (K, K)= 
=--100%; YX (K¿K,) =— 40%. Hallar la magnitud y la di- 
rección de la resultante (gráfica y ana- 
líticamente). % 

2. Determinar la magnitud y la 
dirección de la resultante de cinco 
fuerzas K,. ..., K5 que partiendo del 
punto 4 se dirigen a los vértices de un 4 
hexágono regular, siendo sus magnitu- 
des proporcionales a las longitudes de 
los segmentos respectivos (analítica y e Ún 
gráficamente). 

3. Descomponer una fuerza / =280 kg. en dos compo- 
nentes cuya diferencia (algébrica) sea K, — K¿= 100 kg. La 
componente K, debe formar con la K un ángulo de 20*, Hallar 
las magnitudes de K, y K, y el ángulo a que forman entre sí. 

4. Sustituir seis fuer tuadas en un plano y actuando 
sobre un punto común por otras dos que sean iguales. y normales 
entre sí, y cuyo punto de aplicación común diste del anterior una 
distancia dada (gráficamente). 

5. Descomponer una fuerza K en dos componentes K, y K4 
cuya relación sea 1: 2. Hallar el lugar geométrico de todos los 
triángulos de fuerzas que satisfacen esa condición. 

6. Descomponer una fuerza K en dos componentes K, y 
K, de modo que K¿ =2 K, y que el ángulo que forman K, y K 


L Wixtexpar en : Problemns de Mesrinica. 1. 


2 Resultantes y equilibrio de las fuerzas 


sea el doble del que forman K, y K. Hallar las magnitudes de 

las componentes y de los ángulos mencionados. 

7. Al descomponer una fuerza K en dos componentes 
K, y Ky se supone conocido el ángulo que forma una de ellas 
<= (K,K) = 4, (4 0), mientras que el que forma la otra es des- 
conocido <I (K, K) =xw. Hallar la relación que existe entre la 
suma (aritmética) S=K,+K, de las componentes desconocidas, 
el ángulo a, y el ángulo x=. Hallar los valores máximo y mínimo 
que puede alcanzar S y los valores correspondientesde x. 

8. Descomponer una fuerza K=20 kg. en dos compo- 
mentes que formen un ángulo“a = 40% y estén entre si en la 
relación 1:n=1;2,5. Hallar las magnitudes de estas com- 
ponentes y los ángulos x, y «z que forman con la fuerza K. 

9. Sustituir tres fuerzas que actúan sobre un misnio punto 
por otras tres que den la misma resultante que las primeras, 
que sean normales a las primeras y que dos de ellas sean iguales 
entre si (gráficamente). ¿Cuántas sc- 
luciones admite este problema? 

10. En las diagonales AG, CE y 
HB de un paralelepípedo rectangular 
actuan tres fuerzas iguales K. Hallar 
su resultante. 

1. Cuatro fuerzas iguales K ac- 
túan según las aristas de una pirámide 
regular de base pentagonal. Hallar su 
resultante y su traza sobre la base. 

A 12. Un sistema de seis fuerzas que 
actúan sobre un mismo punto, dan 
las siguientes componentes respecto 
a un sistema de tres ejes coordenados 
rectangulares x, y, z (esindiferente la 
unidad de fuerza). 


Problema 10 


* MN 
Probiema 11 


Hallar la resultante y los ángulos que forma con 2, Yo 7. 
13. Descomponer la fuerza K en tres componentes K,, 
K;,, Kz de modo que se cumplan las siguientes condiciones : 


Composición de fuerzas que actúan sobre un punto 3 


LK KJ= 3 (Kyo Ko) = 3 (Kg Ky)= 1200; K,: Kg: Ko 
=1:2:3. Hallar las componentes y los ángulos que forman 
con la fuerza K. 

14. Descomponer la fuerza K en tres componentes K,, 
Ko, Ky que sean normales entre sí y estén en la relación 1:24 
Hallar las componentes y los ángulos que forman con la fuerza K. 

15, Se dan tres fuerzas de igual magnitud K, que actúan 
sobre el mismo punto y forman entre sí ángulos iguales x (> 120"). 
Estas fuerzas deben sustituirse por otras tres de modo que su 
resultante sea la misma y que sean normales a los planos que 
determinan las fuerzas dadas. Hallar los valores de estas fuerzas. 

16. En el punto medio A de un cua- 


drado hay un punto enlazado a los vérti- B 
ces del mismo por cuatro hilos igualmente Pue 
tensos, Se lleva el punto a una posición ar- 

bitraria M y se suelta, Hallar la fuerza que 

actúa sobre M suponiendo que las tensiones Le 

de los hilos son proporcionales a sus longitu- 

des. (Waltoh). (Véase problema 433.) 

*17. En la prolongación de una varilla delgada homogénea 
de longitud | y masa M hay 
un punto de masa m atraido =—"—L_—>--- 
por todos los puntos de la CC TCCÍTITTT 
barra, según la ley de Newton. Hallar la atracción total que 
la varilla ejerce sobre el punto m. 

*18. Una varilla delgada homogénea de longitud / y masa M 
experimenta la atracción de un punto de masa m, situado si- 
métricamente a la distancia a, con arreglo a 
la ley de Newton. Calcular el valor total de la 

atracción que el punto m ejerce 
sobre la varilla. 
Pp *19. Un arco de círculo de 
2... ¿2 ángulo central 2a y de masa M 
uniformemente repartida, atrae al 
punto de masa m situado en el 
centro del circulo, según la ley de 
Newton. Hallar la fuerza total 
de atraccion. 

*20. La superficie de una semiesfera tiene una masa M 
uniformemente repartida y atrae al punto de masa m situado 
en el centro de la esfera, según la ley de Newton. Hallar la may- 
nitud y dirección de la fuerza de atracción. 
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2. Equilibrio de fuerzas que actúan sobre un punto común 


21. Un peso (G cuelga verticalmente de un hilo elástico. 
Hallar la distancia : contada desde el punto de suspensión del 
hilo hasta la posición correspondiente al equilibrio de G, siendo l, 
la longitud primitiva del hilo y admitiendo que la tensión de 
éste es proporcional a su alargamiento. (Véase problema 699). 
22. Un punto libre m es atraido por dos puntos de masas 
mM, y iy según la ley de Newton. ¿A qué distancia y de Mm, 
queda 1 en equilibrio, siendo a la distancia m,n1,? (Véase pro- 
blema 819.) 

23. Un punto libre de m: traido por dos puntos 
fijos de masas m, y mo. siendo la di A my ¿na == «1; la atrac- 
ción debida a m, es inversamente proporcional a la distancia : 
por el contrario, la debida a m, es directamente proporcional. 
Las atracciones a la unidad de distancia son K, y Az. Dlallar las 
posiciones de equilibrio de m. Demostrar que IKky>(é, 
no existen posiciones (reales) de equilibrio. 

24. Se une el centro de gravedad S de un triángulo con sus 

ices A BC. Los segmentos SA, SB, SC, representan 
Demostrar, gráfica y analiticamente, que están en 
equilibrio, 

25. Tres fuerzas que actúan en las alturas de un triángulo, 
son proporcionales a las ba correspondientes y van dirigidas 
hacia los vértices, Demostrar que estas fuerzas 
están en equilibrio (Petersen). 

26. Un punto material de peso G cuelga de 
una pared por medio de un hilo de longitud 1 y 
está sometido a la acción de una fuerza repulsiva 
horizontal K = Gl/p, siendo p la distancia hori- 
zontal del punto a la pared. Hallar el ángulo y 
correspondiente al equilibrio y la tensión $ del 
hilo. 

27. Tres puntos fijos de masas M,, My, My 
atraen un punto libre m de un modo direct 
mente proporcional a las masas y a las distancias. Calcular las 
cuerdenadas x, y correspondientes a la posición de equilibrio 
de m, siendo Zj> Y; 5 To Ya; Tar Ya, las coordenadas de los pun- 
tos fijos respecto a un sistema arbitrario de ejes coordenados 
situado en el plano de dichos puntos. 

28. "Tres puntos fijos de igual masa m están alineados en 
una recta a igual distancia a entre ellos. 
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Un punto libre de masa M es atraido por 1 


5 puntos situados 
en los extremos 


razón directa de las masas inversa del cua- 
drado de las distancias; 
en cambio, por el punto 
situado en medio es re- 
pelido con arreglo a la 
misma ley. Hallar la po- * 
sición de equilibrio (dí 
tancia x) del punto Af 

29. Sobre tres rodi 
Mos, de los cuales uno 
Problema 28 tiene doblediámetroque 

Ñ los otros dos, se arrolla a 

una cuerda tirante con una tensión S conocida. Hallar las pre- 
siones 2, D, que se ejercen entre los rodillos. Dibujar el poligono 
de fuerzas correspondiente. 

30. Sobre dos pequeñas poleas lisas 
A y B pasa una cuerda cargada eon los 
pesos P, G y Q. Hallar ta relación que ha 
de haber entre AC y CB para que haya 
equilibrio, Determinar gráficamente la 
posición de equilibrio de la cuerda. 

3h. 4 
pasa en 12 por una polea perfectament 
y sostiene en los puntos € y D dos pes 


mm 


lis: 
os 1 


y Q. Flallar la relación de e: para 
que el sistema esté en abiendo 
«ue la dirección de nde P 


corta al segmento 1/3. a.en su punto medio y 
que el segmento AC lieve una longitud dada 
d (Walton). (Véase problema $21.) 

32. Un punto material de peso (G 
situado sobre un plano inclinado está so- 
métido a la acción de dos fuerzas iguales 
(3/2, horizontal Ja una y paralela la otra 
al plano con dirección hacia arriba. Ha- 
llar el valor del ángulo « para que haya 
equilibrio y la presión D del punto sobre 
el plano. (Véase prohlema 822.) 

33. Un punto de peso G, situado 
sobre un plano inclinado de ángulo 2 


o Resultantes y equilibrio de las fuerzas 


respecto a la horizontal, se mantiene en equilibrio bajo la acción de 
las tres fuerzas K dibujadas en la figura. Hallar la magnitud de X 
e y la presión D del punto sobre el plano. 
34. Un punto M de peso G resbala 
sobre una vía circular perfectamente lisa 
situada en un plano vertical. Se supone 
que el punto más bajo € repele al M con 
” una fuerza que es inversamente propor- 
cional al cuadrado de la distancia. k es la 
repulsión a la unidad de distancia. Hallar 
la posición de equilibrio del punto M y la 
presión que ejerce sobre la vía. 

35. Un punto libre M, que puede resbalar a lo largo de una 
semicireunferencia perfectamente pulida, es atraído por los pun- 

ar tos M,, M, situados en los extremos del 

diámetro, con fuerzas directamente pro- 

porcionales a las respectivas distancias. 

kes la atracción a la unidad de distancia. 

Hallar la posición de equilibrio del punto 

yA E Mi My la presión D que ejerce sobre su guía. 

Un punto de masa m es atraído 

por otros tres de un triángulo isósceles, que tienen la misma 
masa situados en los vértices, según la ley de Newton. 

Fl punto se encuentra en equilibrio cuando está situado en 
el punto medio de la altura del triángulo. Hallar la relación 
entre la base a y la altura A del triángulo. 

37. Un punto libre es atraído por los vértices A, B, C de 
un triángulo equilátero con fuerzas directamente proporciona- 
les a las distancias. Las atracciones apitariós de esos tres puntos 
están en Ja relación k,:k2:ky=1:2:3. 

Hallar las distancias r,, fz, rz a A, B, C correspondientes a 
la posición de equilibrio del punto. 

38. Un punto M que puede resbalar sobre una recta es 
atraido por dos puntos M,, M, exteriores a la recta con fuerzas 
inversamente proporcionales a los 
cuadrados de las distancias. Se obtiene 
la posición de equilibrio cuando M, M 
es normal a Mz M. Demostrar que en- 
tonces, entre los segmentos a, b y e 
se verifica la relación : 


A+babe 
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Hallar la presión D del punto sobre su guía, siendo k la atracción 
a la unidad de distancia. 

39. Un punto de peso G puede deslizarse a lo"largo de un 
arco parabólico y está sometido a una repulsión K = k y por 
parte del cje. Hallar la posición de equilibrio del punto y la 

presión que ejerce sobre 

su guia (Walton). 

ó 40. Un punto M 
lg le peso G está situado a vd 

sobre la hipotenusa de 
un triángulo rectángulo 
OA B y esatraido porel 0 al 1) 
punto O con una fuerza Problema 40 
inversamente  propor- 
cional al cuadrado de la distancia. Se obtiene la posición de 
equilibrio cuando el punto está situado en el punto medio de la 
hipotenusa A B==!. Hallar la atracción K ala unidad de distancia 
y la presión sobre la guía. ¿Cuándo será impo- 
sible el equilibrio? 

41. Un punto móvil M, que puede desli- 
zarse a lo largo de un cateto a de un triángulo 
rectángulo, es atraído por los vértices M,, My 
con fuerzas proporcionales a las distancias res- 
pectivas. k es la atracción a la unidad de 
distancia. Hallar la posición de equilibrio del 
punto M y la presión que ejerce sobre el 
cateto a. e 

42. Un punto de masa m está sujeto 
a los cuatro vértices de un cuadrado por 
medio de cuatro hilos elásticos de igual “ 
longitud a, e igualmente tensos. Uno de Ii 
los vértices M se desplaza una distan- 
cia x en la dirección de la diagonal. Hallar 
el desplazamiento (z) correspondiente a 
la nueva posición de equilibrio de m. ¿Qué 
tamaño deberá tener x para que m llegue 
a M? Las tensiones de los hilos se supondrán 
proporcionales a sus respectivas longitudes. 

43. Sobre una circunferencia, que se 
supone forma una guía perfectamente lisa, 
situada en un plano vertical, tenemos en 
equilibrio dos puntos que pesan G,, G, y que 


Problema 39 


Me 
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están unidos por un hilo perfectamente inextensible. Hallar la 
relación entre los ángulos p, y p2 y determinar sus respectivas 
magnitudes cuando se da r = diámetro 
de) círculo y 1 = longitud del hilo. (Véase 
problema 823.) 

44. Un punto móvil M es atraido 
por los vértices M,. My Mz, My con 
fuerzas directamente proporcionales a 
las distancias. Las atracciones a la uni- 
dad de distancia son k, =Kk, k=2k, 
k¿=3k, k,=4k. 3) punto M puede 
le solamente deslizarse a lo largo de una 

guía circular perfectamente lisa, circuns= 
crita al cuadrado. Flallar las posiciones 
de equilibrio del punto M y la presión que 
ejerce sobre Ta guía. 
45. Un punto M, que puede moverse 
mM 2 alo largo del perimetro de un hexágono 
regular perfectamente pulido, es atraído 
por los tres vértices M,. My My con 
fuerzas directamente proporcionales a las distancias respecti- 
vas. Hallar las posiciones de equilibrio del punto M. 
46. Un punto P de 0 
y peso G resbala a lo largo LA 


de una hipérbola equi- 
látera, Hallar la fuerza Ll 
horizontal H que se ne- 


cesita introducir para 
que > esté en equilibrio 


P 
H en cualquier punto de 
6 la hipérbola de coorde- 
0 7 Hadas 2, y, y la presión 
ue P ejerce entonces 

ci sobr su “da. Problema 47 


47. Sobre un rodillo de peso G se arrolla y ata un hilo elás- 
tico. Cuando su longitud l, es igual a 2xr, el hilo está sin tensión. 
Se cuelgan ahora, hilo y rodillo del punto (. Hallar el ángulo q 
correspondiente al equilibrio. 

48. En los extremos de una varilla ÁB= 2e, que puede 
girar alrededor de su punto medio C, se ata una cuerda de lon- 
gitud 2 a sobre la cual resbala un anillo R que sostiene el peso G. 


Composición de fuerzas situadas en un plano $ 
£ Se hace que la varilla gire un ángulo q y se 
fija en esta posición. Hallar la posición de 
equilibrio del anillo y la ten- s 
sión de la cuerda. 

49. Si en el problema 
anterior se ata el anillo al 
punto medio de la cuerda 
¿qué tensiones Sy, S, ten- 
drán los dos ramales de lag y 

Pena caR cuerda al efectuar la varilla E 
el giro p? 

*50. El perímetro de un triángulo isósceles A /3S está uni- 
formemente cubierto de una masa que atrae un punto m situado 
en el interior del triángulo con arreglo a la ley de Newton. Ha- 
lar la posición de equilibrio del punto m. 


Problema 50 


3. Composición de fuerzas situadas en un plano 


51. Hallar la resultante de las tres fuerzas K, K, Q, de las 
cuales las dos primeras forman un par, sin recurrir al para- 
lelogramo ni al poligono funicular de las 
fuerzas. 

52, Tómense tres fuerzas con puntos de 
aplicación arbitrarios y tres pares de fuerzas. 
Hallar la resultante por dos procedimientos 
distintos (gráficamente). e 

53. Se dan cuatro fuerzas paralelas de 
diversos sentidos; se pide determinar la 
fuerza que forme con las primeras un par de momento dado 
(gráficamente). 

54. Descomponer una fuerza dada K en cuatro fuerzas para- 
lelas cuyas líneas de acción son conocidas ; además, deben ve- 
rificarse las relaciones K,: K¿=1:2 y Ky: Ki 4. ¿Cuál 
será la magnitud de estas cuatro fuerzas? (Gráficamente). 

65. Se dan tres fuerzas paralelas y dos rectas paralelas a 
ellas. Determinar las fuerzas que deben actuar en estas rectas 
para que el sistema esté en equilibrio (gráficamente). 

56. Descomponer una fuerza dada K en tres fuerzas 
paralelas cuyas líneas de acción son conocidas, sabiendo 
que una de ellas ha de ser igual a la suma de las otras dos 
(gráficamente). 


Í 


Problema 51 
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57. Descomponer una fuerza dada K en tres fuerzas pa- 
ralelas cuya relación sea K,:K,: K¿=1:2:3 siendo dadas 
las líneas de acción de dos de estas fuerzas (gráficamente). 

58. lDescomponer un par de fuerzas dado, en tres fuerzas 
cuyas lineas de acción se conocen y forman un triángulo deter- 
minado. Demostrar que el momento del par es proporcional al 
área del triángulo. 

59. Los lados de un polígono, recorridos er un mismo 
sentido representan fuerzas, ¿Cuál es su resultante? 

60. A lo largo del lado AB de un cua- * 
drado A BCD actúa una fuer- 
za K. Descomponerla en tres 
componentes que actúen en $f' 
los otros lados de] cuadrado. 


Al 


0 0 61. En loslados y diago- 
From nales de un cuadrado actúan Y 
A cuatro fuerzas K y dos fuer- Problema Bl 


zas K” cuyas magnitudes vienen dadas por las longitudes de los 
segmentos respectivos y sus sentidos por las flechas indicadas 
en la figura. Hallar la resultante. 

62. Las líneas de acción de cuatro fuerzas K, =3 kg., 
K,=10 kg,, K¿=4 kg., K,=8 kg. tienen las siguientes 
¿cuaciones, en un sistema coordenado rectangular : 


Ki y=131+2 
Ky: 


Los sentidos de K, y K, son los de las agujas del reloj alre- 
dedor del origen; los de K, y Kg son opuestos. Hallar la mag- 
2h nitud de la resultante, la ecuación de 
2 su línea de acción y su sentido de giro. 
63. En cuatro lados de un hexágono 
regular actúan cuatro fuerzas de la mag- 
nitud y sentido señalados en la figura. 
Hallar su resultante. 
A 64. Seis fuerzas paralelas tienen las 
siguientes magnitudes: K,= 6 kg., 
2 kg.; K,=4kg., 
—3 kg., sus dis- 
Problema 69 tancias son sucesivamente: 2m., 3m., 
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1 m., 4 m., 3 m. Hallar la posición y magnitud de su resultante 
(analítica y gráficamente). 

65. Descomponer una fuerza K en tres componentes igua- 
les K, = K, = Ky = Kin, que estén en el mismo plano. Los 
puntos de intersección A,, Az, Az de estas componentes con la 
fuerza K siguen este orden yendo en el sentido de la fuerza ; 
además 4,4, = 4247. Hallar los ángulos 
Ay, %y, %, que las componentes forman con 
la fuerza K. 

66. En los extremos de una cruz de 
barras de brazos iguales a actúan normal- 
mente a dichos brazos cuatro fuerzas K. 
K, Q, Q (K <Q). Hallar la relación que 
deben Lener K y Q para que la resultante 
diste del centro 2a. Averiguar también la 
magnitud de la resultante. 


67. Un rodillo de radio r que puede 
girar sobre su eje está sostenido por cuatro 
hilos igualmente tensos unidos a los vér- 
tices de un cuadrado, La tensión de los hi- e 
los es proporcional a su longitud y vale k / 


por unidad de longitud de hilo, El lado del 
cuadrado es el doble del diámetro del ro- AS 
dillo. Se hace girar el rodillo 90%. ¿Qué 


fuerza resultante ejercerán los cuatro hilos 
sobre el rodillo? dl 

68. Tres fuerzas K, 2K, 3K, actúan 
en los vértices de un triángulo equilátero 
ABC normalmente a sus lados. Hallar la y 
magnitud, dirección y sentido de la resul- 4 
tante (analítica y gráficamente). 

69. En los vértices de un pentágono 4 e 
regular ABCDE actúan cinco fuerzas, di- se 
rigidas todas hacia el punto O de intersección de los lados A B 
y DE, siendo sus magnitudes proporcionales a las distancias 
entre los cinco vértices ABCDE y el punto O. Hallar el centro 
del sistema de fuerzas. 

20. Enlos vértices de un triángulo equilátero A BC de lado a 
actúan tres fuerzas: K, =2K en el vértice A, perpendicular 
a BC y dirigida hacia fuera del triángulo ; K¿ = K en el vértice 
B paralela a AC; K¿= K en el vértice € paralela a A B. Hallar 
el centro de este sistema de fuerzas. 
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*71. Dos lados opuestos de un rectángulo, cuyas longitudes 
son [ y cuya distancia es «, están uniformemente cargados con 
masa, siendo la total de cada lado igual a 37. Las particulas de 
estas masas se atraen según la ley de Newton. Hallar la magni- 
tud de ta atracción total. 


4. Equilibrio de un sistema de fuerzas en el plano 


Pp 72. Una varilla sin peso 112 = 1 se apoya 
en A y en Csobre una pared vertical y una 
esquina C perfectamente lisas y en su extro- 
mo B está cargada con un peso (5. Determinar 
el ángulo p de equilibrio y la presión sobre 
los apoyos. (Véase problema 824.) 

73." Del punto 0 cuelgan : un cilindro de 
radio « y peso Q, y un peso G cuyo hálo Loca 
al cilindro; 0M = bd. Hallar el ángulo p que OM 
forma con la vertical en la posición de equilibrio y 
la presión que se ejerce entre hilo y 
rodillo en magnitud y dirección. Di 
bujar el correspondiente polígono 
de las fuerzas. (Walton). 

74, Una y AB= a. de pe- 
ls so G articulada en uno de sus ex- 

prontemo 73 Uremos Á, se apoya en su otro extre- 
mo 13 contra una pared vertical 
perfectamente . El centro de gravedad S de la varilla dista b 
del extremo A. Hallar las presiones en 1 y en 13 y el ángulo p 
que la reacción de la articulación forma con 
la horizontal. 

75. Una placa cuadrada de peso (e 
articulada en un vértice ( y por el opuesto 
se apoya en una pared vertical, Determinar 
la reacción 1) de la articulación y su inclina- 
ción p sobre la horizontal, siendo conocido 
el ángulo x. 

76. Una varilla YB =a, de peso G, 
cuyo centro de gravedad S dista b del 
extremo A, se apoya en A sobre un suelo 
horizontal y en B en una pared inclinada 
el ángulo f, ambos perfectamente lisos. 


Problema 
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Hallar la fuerza horizontal X que debe aplicarse al extro- 
mo A de la varilla para que se mantenga en equilibrio con 
un ángulo de inclinación z. Hallar las presiones en A y en 4. 

77. Una barra pesada uniforme 
AB=%a se apoya contra un suelo y 
una pared perfectamente lisos y es 
sujeta con una cuerda al punto C. Son 
conocidos : el peso € de la barra y los 
ángulos de posición a y $. Hallar la ten- 
sión de la cuerda (analítica y grálica= 
mente). 

_78. Una barra pesada uniforme 
AB==2a, de peso G, se apoya tal 
como indica la figura en una semies- 
fera hueca perfectamente lisa de ra- 
dio r. Hallar el ángulo y de equilibrio 
y las presiones en A y C. 

99. Una barra pesada uniforme AB =2a, £, 
de peso G, está articulada en su extremo 4. Su 
otro extremo se sostiene con una cuerda que 
pasa por una polea €. Hallar la tensión K al 
que ha de aplicarse a la cuerda (perfectamente H 
flexible), para que la barra quede en equilibrio 
bajo elángulo a, Hallar también la reacción A de la articula 
y el ángulo p que forma con la vertical, Se supone BA = 

80. Una placa delgada que tiene la forma 


de un triángulo rectángulo isósceles y un peso G 

se apoya por sus catetos en dos clavos A y B 

perfectamente lisos, situados a la misma altura y 13 
Cc 


y que distan entre sí una magnitud a. Hallar el 
ángulo p que la altura CD=kh forma con la ver- 
tical en caso de equilibrio y las presiones en A y B (Walton). 
81. Una barra pesada AB se 
apoya por sus extremos contra dos 
planos inclinados perfectamente li- 
sos de ángulos a y Brespecto a la ho- 
rizontal. Demostrar que la inclina- 
ción dela barra cuando esLá en equi- 
librio viene dada por la expresión : 
uetga — be 
are 


140 = 
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siendo a = AS, b =SB y S el centro de gravedad de la barra. 

Hallar, además, las reacciones A y B en los puntos de apoyo. 
(Véase problema 825.) 

82. Una barra pesada AB = 2a, de peso G se apoya por 

, su extremo inferior 4 en el interior de una 

1578 parábola y, además, en un vástago situado 

13 en el foco F. Hallar el ángulo p que forma la 

AS barra con el eje vertical de la parábola, en 
la posición de equilibrio y las reacciones en A 
y F (Walton). 

83. Del extremo E de una barra ingrá- 
vida BE cuelga un peso G. La barra está 
articulada en B y sostenida, además, por un 
4£ hilo flexible CAD que pasa en A por un anillo 
perfectamente liso. En la figura se verifica que 
6 BC=DE y AC= ÁD. Hallar la tensión $ 
77 del hilo, la reacción D de la articulación y 

el ángulo p que forma con BA. Dibujar el 
poligono de fuerzas (Walton). 

A 84. Un rodillo de peso G se apoya s0- 

bre dos planos inclinados « y f sobre la 

E: 7, horizontal. Hallar las presiones A y B, que 
se ejercen en los puntos de apoyo (Leibniz). 

85. "Tres pequeñas bolas de pesos 
G,:G,:G¿=3:2:1 que pueden moverse 
en una ranura circular, están enlazadas 
por tres varillas ingrávidas y de igual lon- 
gitud. Calcular el ángulo y para la posición 
de equilibrio. 

86. Dos bolas de pesos G y G, pueden 
moverse sobre dos barras lisas AO, BO si- 
tuadas en un plano vertical y normales 

entre sí. Además, 


e están enlazadas £ pe 
por medio de una LN 
barra que se su- 4 
4 ¿ Ponesinpeso.Ha- 444 13 


llar el ángulo y 
de equilibrio, las 
presiones D, D, sobre las barras AO, BO y la tensión de la 
barra de enlace GG, siendo dado el ángulo a. 


Problema 86 Problema 87 


Equilibrio de varios sistemas de fuerzas en el plano 15 


87. Una varilla uniforme OA = 21, de peso G se apoya en 
una ranura rectangular. Hallar las presiones en O y B. 

88. Una varilla uniforme de peso G 
se apoya por su extremo inferior A sobre 
un piso perfectamente liso y está sos- 
tenida, además, por dos vástagos horizon- 
tales B y C. Hallar las presiones en A, B 


y C. Las distancias AS=a (S es el 


centro de gravedad), BC=b y el ángulo « son datos del 
problema. 


A, 


5. Equilibrio de varios sistemas de fuerzas en el plano 


89. Sobre una barra uniforme AB y) 
que puede girar alrededor de su punto 
medio M se apoya otra barra CD, de 
peso G, articulada en D. Averiguar 
en qué punto E de la barra AB habrá 
de colgarse un peso dado Q para que 
esté en equilibrio. Hallar la presión N 
en el punto C (Walton). 

90, Dos varillas sin peso AB y CE 


a 


la 
articuladas en C y D están cargadas ! 
en sus extremos B y E con pesos P 197 á 
y G respectivamente. CD_es vertical y Y Pl 


AD =CD= BD=a, CE =b.Deter- 
minar el ángulo p para que las va- 
rillas estén en equilibrio. Hallar la € 
presión mutua N en A (Walton). 

91. Dos barras uniformes AB=a y 
AC= b de pesos G, y Gz se apoyan mu- 
tuamente en el punto A, y; además, en los B 
y,C se apoyan contra paredes verticales 
completamente lisas. Se trata de determi- 
nar la distancia DE == Y entre las paredes para que las barras 
estén en equilibrio y sean normales entre si. 

92. Dos barras uniformes de igual peso 
AC= BC=21 están artivuladas en € y se 
apoyan simétricamente en D y E sobre dos 
vástagos transversales perfc tamente lisos. Se 4% 
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Po el segmento DE = au. Determinar el ángulo y de equilibrio, 
la presión contra los vástagos y la reacción de la articulación. 
93. Una barra uniforme DÁ =« de 
peso G, articulada en O, se apoya sobre 
un rodillo de radio r, perfectamente 
liso y sujeto con un hilo OB=rc al 
punto O. Hallar la tensión S del hilo 
(analítica y gráficamente) (Walton). 
94. Del punto O cuelga por medio 
po de un hilo una esfera de radio r y peso G y contra 
» ella se apoya una barra uniforme OA =2a de 
peso Q, articulada en el punto O. Determinar el 
ángulo y de equilibrio que el 
hilo forma con la vertical 
(Walton). 
95. Dos rodillos de pe- 
4% sos G, y G, se apoyan sobre 
Problerma dos planos inclinados % y $ 
perfectamente lisos. Hallar el ángulo que forma con la hori- 
zontal, la recta (, G, que pasa por los centros de los rodillos en 
la posición de equilibrio. (Walton). 
NS g 96. Tres rodillos de pesos (F,, Gy. 
Gy se apoyan mutuamente en el inte- 
rior de un cilindro hueco. Determinar 
el ángulo p de equilibrio que forma 
00,=r¿con la vertical). Se da: 00,=r,; 
00y¿=r9; % 0,00,=4,; L0,00,= 
(Walton). EN 
97. Dos barras iguales A,B,= 
A¿B,=2a de peso G están articu- 
ladas en su punto medio, sus extremos 
inferiores se apoyan sobre un suelo 
horizontal perfectamente liso y las 
superiores están unidas entre sí por 
un hilo 4,42 inextensible. En las 
oya un rodillo de radio r y peso Q. Hallar la 
tensión del hilo, dado el ángulo a (Walton). 
98. Dos esferas iguales de radio r y peso (G se apoyan mu- 
tuamente entre sí y apoyan, además. contra las paredes de un 
cilindro abierto por su parte inferior, de radio R, que se apoya 
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sobre un plano horizontal. Hallar el 
peso mínimo Q que ha de tener el cilin- 
dro para no ser volcado por el peso de 
las esferas (Walton). 

99. los esferas 
pesadas, de pesos G, y 
G,y radios r, y ry están 
7 7TTTAT “Midas por un hilo de 
Eroblemaan longitud AOB=1 que 
pasa en O por un vástago perfectamente liso. 
Hallar la longitud del ramal x y los ángulos 
a y B que los dos ramales forman con la 
vertical en posición de equilibrio. Determi- 
nar la tensión del hilo y la presión que se 
ejerce entre las esferas. 

100. Dos barras | uniformes y de 
igual longitud, articuladas en O se 
apoyan sobre un cilindro circular de 
radio r y están sometidas a la acción 
de las fuerzas P, Q, Q, indicadas en 
la figura. Determinar, para la posi- 
ción de equilibrio, el ángulo y y la 
reacción D de la articulación. 

101. Una barra uniforme A B=21 
de peso G, se apoya por 4 en el in- 
terior y por € sobre el horde de una 
semiesfera hueca de peso G. Hallar 
la relación de G a G, sabiendo que la 
posición de equilibrio de la barra es 
la horizontal. Determinar el ángulo 
ACO =G4 y las reacciones en A, € y D. (05 =a es un dato 
del problema, siendo S el centro de gravedad de la semiesfera). 

102. Una barra AB. 
$e apoya en una semi 
peso G y centro de gravedad S. Calcu- 
lar para la posición de equilibrio los 
ángulos de posición y y y de la barra 
y de la semiesfera, así como las pre- 
siones en A, € y D. 

103. Una barra uniforme A B, de peso G, se apoya en un 
semi dro hueco de radio r, centro de gravedad $ y peso G, 
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que descansa sobre un plano hori- 
zontal. En B está atado un hilo que 
pasa por el borde C del semicilindro 
y lleva colgado en su extremo un 
peso Q. Se da, además, el ángulo 
A0OB=2a. Determinar los ángu- 
los y y y correspondientes a la posi- 
Problema 103 ción de equilibrio. 

104. Con los mismos datos que el problema anterior, deter- 
minar el peso G, de la barra, correspondiente al equilibrio, 
siendo nula la longitud del trozo BC del hilo, Hallar en este 
caso el valor del ángulo y y las presiones en A, B y C. 

105. Hallar los ángulos 
1 FP y y correspondientes a 
la posición de equilibrio de dos 
semiesferas perfectamente li- 
sas, de pesos G, y G, cuyos 
hordes están enlazados por 
una barra articulada de lon- 
4 gitud l y peso Q. 

SL, £ 7 106. Dos barras uniformes 
ds 22 JA =21 y OA, = 2l,, de pesos 
G y G, seapoyan mutuamente en 
el fondo de una ranura rectangu- 
lar. Setiene BC=B,C,=h, CC,=4. Determinar OC=x, 0C,=x, 
para la posición de equilibrio. (Aplicación del problema 87.) 
o A 107. Un cilindro de peso Q se apoya 
en otros dos cilindros de igual radio y 
G que están colgados del punto O. 
Hallar la relación entre los ángulos a y $ 
en la posición de equilibrio, asi como las 
presiones que se desarrollan en los pun- 
tos de contacto de los cilindros y las ten- 
siones S en las varillas de suspensión. 
¿Cuál es el va- 
Jor máximo que puede alcanzar Q para 
quedar sostenido en la forma indicada? 
(Walton). 

108. Un cilindro hueco de pared 
delgada tiene en su perímetro cuatro 
orificios B,, By, C,, C¿ regularmente 


4 
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espaciados, atravesados por dos varillas (longitudes 21, 21, 
pesos G,, G,) perfectamente lisas. Cilindro y varillas se apoyan 
sobre un plano liso horizontal. Determinar el ángulo de equi- 
librio p y las presiones en los cuatro orificios. (Aplicación del 
problema 88.) 


6. Resultantes de fuerzas en el espacio 


109. "Tres cuerdas de una esfera, normales entre sí y que 
pasan por un mismo punto, representan fuerzas. Hallar su 
resultante, 

110. A lo largo de las tres aristas que se cruzan de un para- 
lelepípedo rectangular actúan tres fuerzas iguales. Determinar 
la relación que debe existir entre las tres aristas a, b, e para que la 
resultante de estas tres fuerzas sea una fuerza única. 

111. Se unen los extremos de dos fuerzas que se cruzan, 
representadas a una escala cualquiera por sus lineas de acción 
y se hallan los puntos medios A y B de las líneas de unión. De- 
mostrar que AB tiene la misma dirección y la mi- 
tad de tamaño que la fuerza única del” torsor (% 
resultante (*). 

112. Sedan dos fuerzas K¡==8 kg., K¿=12kg. 4). 
que son perpendiculares y se cruzan a una dis- a 
tancia AB =p = 1,3 m. Hallar el torsor resul- (4 
tante, es decir: su fuerza K, su momento M, 
los ángulos 2%, %, que forma con K, y Ko, y el 
punto de intersección C eon la recta A B. 

113. En las aristas DA y BC dela 
base cuadrada «2 de una pirámide recta 
de altura h, actúan dos fuerzas KK iguales 
y opuestas. Se pide descomponer este 
par en otros dos pares que actúen en 
las caras ABS y CDS de la pirámide. 
¿Qué magnitud tendrán los momentos 
de estos pares? 

114. En las aristas a de un tetracdro regular actúan seis 
fuerzas iguales K en el sentido de las flechas. Hallar el torsor 


(%), Traducimos con el nombre de «torsor» la palabra alemana « Krají- 
sehraube y que literalmente sighífica «tornillo de fuerza» y que designs la fuerza 
y el par únicos a que puede reducirse mn sistema cualquiera de fuerzas en el 
espacio, siendo la fuerza paralela al eje del par.—N. del Y, 
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A resultante, es decir su fuerza, su 
momento y su eje central. 

115. A y Bson los puntos me- 
dios de dos aristas opuestas de un 
tetraedro regular, de arista a. La 
recta AB us eje de un par de mo- 

Problema 1 mento dado M. Se trata de sustituir 
este momento por cuatro fuerzas que deben actuar 
en las otras aristas del tetraedro. Hallar la mag- 
nitud y sentido de estas fuerzas. 

116. En las aristas de un para- 
Y 4 4 lelepipedo rectangular actúan las 


A A seis fuerzas siguientes: P, = 4 kg, 
” P¿=6 kg., Pa=3 kg., P¿= 2kg., 


Prolicna 11% 


8 kg. Las aristas son 


a Y DA=10m., 0B=4m., 0C=5m. 
Hallar la fuerza K y el momento M 


del torsor resultante, sus inclinacio- 


pay m49| nes a, f, y respecto a OA, OB y OC 

A - £ y su distancia p de O, . 
E ye — mg 117. Una barra A B está somu- 
20kg tida a la acción de las tres fuerzas 


normales representadas en la figura 
y de un momento de torsión alrede- 
dor de su eje igual a 40 kgm. Hallar 
la resultante de estas fuerzas. 
118. Un eje apoyado en des- 
lizaderas A y B está sometido 
en los puntos que dividen a AB en 
tres partes iguales, a la acción de 
dos fuerzas P y Q que act 
los extremos de los brazos p y q. Hallar para la pos 
equilibrio el ángulo « que forman entre sí las reacciones en los 
£ apoyos cuando / y Q sean normales entre sí. 
119. En las aristas a de un 
octaedro regular actúan doce 
fuerzasiguales K con los sentidos 
indicados en la figura. Hallar la 
4 y resultante de todas estasfuerzas. 
Sy 120. En dos aristas de una 
Prabtema 19 Cuña rectangular actúan dos Probiema 120 
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fuerzas P, y P,. Se trata de sustituirlas por otras dos fuerzas 
equivalentes Q, y Qy, de las cuales una, la Q,, es dada. Las mag- 
nitudes de las fuerzas P,, P., Q, son iguales a las longitudes 
de las aristas respectivas. Hallar Q, y su línea de acción. 

121, “Pres fuerzas iguales K son pa- 
ralelas a los ejes de un sistoma de coor- 
denadas rectangulares y están situadas en 
los planos coordenados. Hallar la relación 
que debe existir entre los segmentos «, 
5 y c para que las tres fuerzas tengan 
como resultante una fuerza única R. 
Determinar esta fuerza, los ángulos que 
forma con los ejes y su distancia p al 
punto O, le 

122, Tres fuerzas K,, Ko, Ka son par Li 
ralelas a los ejes de un sistema de coorde= 
nadas rectangulares y están situadas en x 
los planos coordenados alas distancias a, b, e yA 
de los planos y z, 2x3 y 02. ¿Qué relación 
guardarán para que el eje central del torsor 
resultante pase por 0? 

123. lónlas aristas de un cubo regular A e 
de arista a actuan doce fuerzas iguales K. 
Hallar el torsor resultante, esto es: su ANS 
fuerza R, momento M, dirección de su 
eje central y traza sobre la hase A BCD 


del cubo. EA E 
124. Sobre los ejes de un sistema de 4 


coordenadas rectangulares «, yy, = hay bres 
puntos L, M, N a las distancias l, m, n del origen estos tres 
puntos actúan tres fuerzas paralelas K,, Ky, Ky. Determinar 
la relación entre los cosenos directores a, b, e de estas fuerzas 
para que su resultante pase por el origen, 


7. Equilibrio de E 


rzas en el espacio 


125. En cada cara de un poliedro actua un par de fuerzas 
cuyo valor es proporcional al árca de la cara respectiva y cuyo 
sentido es positivo mirado desde fuera. Demostrar que est 
pares están en equilibrio. pel 

126. Una barra uniforme AB de longitud a puede girar en 
un plano horizontal alrededor de su punto medio 0. En su 
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extremo B lleva sujeto un hilo que pasa por una polea situada 
a la altura hb vertical sobre B, y lleva un peso G. Determinar la 
fuerza K que ha de aplicarse en el 
extremo Á de la barra para que 
haya equilibrio, siendo dado el 
ángulo y de posición. ¿Para qué 
valor de p resultará K máximo? 
(Walton). 

127. Cuatro bolas iguales. de 
peso G, forman una pila de modo 
que tres de ellas se tocan mutua- 
mente y se apoyan sobre un plano 
horizontal perfectamente liso, y la cuarta se apoya por encima 
sobre las tres primeras. Hallar la presión D que la bola supe- 
rior ejerce sobre las otras. l)eterminar la fuerza horizontal H 

que ha de actuar sobre las holas inferiores 
para que haya equilibrio (Walton). 
128. Tres varillas de longitud l 1orman 

a las aristas de una pirámide regular cuya base 

es un triángulo equilátero de lado a. En el vér- 
tice de la pirámide, actúa una fuerza K, que 

¿ T '£ pasa por el centro de la base. ¿Qué fuerzas 
Sy, $, se producen en [ y en a? 

*129. Tres barras iguales de longitud 1 y peso G se apoyan 
sobre el suelo en el punto O y sus extremos superiores A, B, C 
están enlazados con tres cuerdas de igual longitud «. Hallar las 
tensiones de estas cuerdas. ¿Qué variación experimenta la ten- 
sión cuando a experimenta un pequeño incremento ¿a? (Walton). 

*130. Una esfera pesada se apoya en el borde de un orificio 
Circular de radio a en una superficie horizontal. Determinar el 
radio r de la esfera bajo la condición de que sea mínima la 
presión tota! periférica D (es decir, la suma 
de las presiones elementales sobre el borde) 
y hallar el valor D,,,, (Walton). 

131. Un anillo circular de radio R está 
colgado del punto O por medio de un nú- 
mero cualquiera de hilos inextensibles. En 
el cono de hilos que así se forma se intro- 
duce un segundo anillo más pequeño de 
radio r; ambos anillos tienen igual peso. 
La posición de equilibrio tiene lugar cuando el anillo superior 
se apoya en el punto medio de los hilos. Determinar las dis- 


Problema 126 
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tancias al punto O de ambos anillos, las tensiones en Jos 
hilos y las tensiones circulares en los anillos. libujar el 
polígono de las fuerzas (Walton). 

132. En el interior de una semiesfera perfectamente lisa, 
de radio r, se coloca una placa delgada que tiene la forma de 
un triángulo isósceles de lados iguales a y base b. Determinar 
el ángulo y que ha de formar cl plano del triángulo con el 
plano horizontal del borde de la semiesfera cuando los tres 
vértices de la placa se apoyen en la 
misma (Walton). 

133. Una barra pesada AB, de 
longitud | y peso G, se apoya en A y B 
sobre. dos paredes verticales y para- 
lelas que entre sí distan e; en el 
punto B se apoya en el suelo, y final- 
mente en el punto C sobre un semi- 
cilindro. Determinar la fuerza hori- 
zontal H que ha de aplicarse a la 
barra en el punto B para que esté en 
equilibrio. Hallar las reacciones en 
A, ByC. 

134. En un torno inclinado 
se conoce: la carga Q, la longi- 
tud AB=l, los radios a y r, la 
inclinación a y las distancias b y q. 
Determinar: a) la fuerza K nece- 
saria para el equilibrio ; b) las reac- 
ciones en A y B. (Se prescindirá 
del rozamiento de los gorrones y 
de la rigidez de la cuerda.) 

135. Sobre un orificio circular 
abierto en el suelo, se coloca cu- 
briéndolo parcialmente una placa 
circular de peso (G. En el borde 
de'la placa actúa un peso Q que 


produce el giro de la placa alrede-277 7 
dor de la recta BC. Determinar x ds 
y Q bajo la condición de que éste a % 


tenga valor mínimo. poema d95 

136. Enelinterior de una burbuja de jabón de radio r reina 
una presión p por unidad superficial y en el exterior una pre- 
sión pp. Determinar la tensión superficial de la pelicula (Routh). 
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L— 137. Una placa cuadrada uniforme de lado s 

ed y peso G ha de apoyarse horizontalmente en 

tres puntos A, B y €, de modo que en A y B 

las presiones respectivas sean G/4 y G/5. De- 

A 8 terminar las coordenadas x, y del punto € y 
la presión en el mismo. 

138. Una placa circular pesada uniforme ha de apoyarse 
en tres puntos de su perímetro A, B, C de tal manera que las 
presiones sobre estos puntos sean entre si como a :b:c. Averi- 
guar la relación que guardarán los ángulos centrales a, B, y 


Do” 
correspondientes a los arcos BC, CA y AB. 

*139. Los elementos superficiales dF de 
un cuadrado a? experimentan una presión 
dP =kx"dF, siendo x la distancia del ele- 

- mento a uno de los lados del cuadrado. Hallar 
la presión total P y las coordenadas E, y 
de su punto deaplicación. 
140, Un cilindro está apoyado por medio 
de muelles sobre A y B. El émbolo lo está del 
mismo modo sobre C. Las fuerzas de sustenti- 
ción son: F= Fy+ kdl, F,=F¿+k,4L, 
en que 4Ál y Al, son las variaciones de lon- 
gitud de los muelles y Fy, F¿ representan 
£ constantes que miden la tensión inicial de- 
, bida al peso del cilindro y del émbolo. Se 

introduce en el cilindro aire a la presión p 
(por unidad superficial). Hallar los desplazamientos del ci- 
lindro y del émbolo. 


8. Centros de gravedad de líneas planas 


Determinar las coordenadas (E, 7) del centro de gravedad 
de las lineas representadas en las siguientes figuras, respecto de 
los ejes indicados : 

141. 143. 


2 a 


> 
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145. 


152. ¿Cuál debe ser la relación L: Rx 
para que el centro de gra 
dad del conjunto de líne: 
representado en la figura, 
caiga en el punto 0? 

163. Demostrar el si- 
guiente teorema : el c. d.g. ¿ 
del contorno de un triángulo 
ÁBC esel centro del círculo PP 
inscrito en el triángulo LMN »] 
que forman los puntos me- problema 154 
dios L, M, N de sus lados. 

164, Demostrar el siguiente teorema: Si L y N son los 
puntos medios de los lados BC y AB del triángulo ABC y se 


Problema 152 
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toma LG =NP= y AC, las rectas NO y LP se cortan en el 
€. d. g. del perímetro ABC. 
(L. Geusen, Z. f. Math. u. Phys. Tomo 44, 1899, pág. 339.) 


9. Centros de gravedad de superficies planas 
Determinar las coordenadas (£, 7) del centro de gravedad 


de las áreas representadas en las siguientes figuras, respecto de 
los ejes indicados : 


157. 


155. 
099 


Ss 


E 


A 


SSI 


1 
uN 


Br Y 


e 
, 
4 
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175. 
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AN 
S e 
AZ, N EA 


180. e. d. g. del área de un cuadrilátero cualquiera 
ABCD puede hallarse del siguiente modo: Se divide uno de 
e los lados 4% en tres partes igua- 

etrazan AyD, | AD; BD, || BD 

a 


7) le: 
hasta su encuentro en D,; de 
misma forma: B,C, || LC Ac 
hasta que se cortan en C,; final- 

SI] BD; DS] AC; el punto 

de intersección $ es el e, de g. bus- 

cado. Demostrarlo sin cálculo. 

(M. Einhorn, Z.f. Math. u. Phys. 
"Fomo 37, 1909, pág. 197.) 

181. Demostrar el siguiente teo- 
rema: se dividen los lados de un 
cuadrilátero cualquiera ABCD en 
tres partes ig Si se unen los 
puntos de división que resultan, en 
la forma indicada en Ja figura se 
obtiene un paralelogramo cuyas diagonales se cortan en el 
€. d. g. del área del cuadrilátero, 

á 182. Calcular la ordenada y del c. d. g. de 

z la superficie de la figura del problema 147. 

183. Determinar el punto M situado en el 
lz ejo medio de un cuadrado, de tal modo que sea el 
€. d. q. de la superficie rayada. 

Pod 184. Demostrar que siendo x, y, las me- 

Yroblema 1683 — diatrices de los lados a, b de un perfil angular 
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de espesor c, el e. d. g. de la superficie del 
perfil, está a igual distancia de ellas. Hallar 
esta distancia. 

185. A una circunferencia de centro (O 
se le circunscribe un poligono irregular cual- 
quiera. Sea $, el e. d. g. del contorno del po- 
ligono y S, el de su superficie. Demostrar 
que los tres puntos O, S,, S, están en linea 
recta y que la relación OS,: OS, vale 2:3. 

186. Demostrar queele. d. g. de 
un segmento de círculo ACBD puede 
obtenerse con la siguiente construc- 
ción: Se traza en A la tangente a la 
circunferencia y se desarrolla el arco 


AC sobre AL de modo que AL=AC:; 
se traza ¡dsspués OM|| DL y se leva 

/2; finalmente se traza 
% Ss es cl punto buscado. 

(P. Pizzeti, Periodico di Mat, Tomo 7, 1911, 
página 131). 

*187. Hallar las coordenadas del centro 
de gravedad de un semisegmento de parábola 
y el de su complemento rectangular. 

*188, Hallar, con una construcción sencilla, — Problema 187 
el e. d. g. de un segmento de parábola limitado 
por una cuerda OM que pasa por el vértice. % 

*189. Hallar el c. d. g. de un cuadrante de 
elipse. 

*190. Flallarla coordenada £ del e. d. g. 
de un semianillo elíptico de las siguientes 
dimensiones: a = 20 cm.; a, =16 cm.; 


Problema 184 


a 
Problema 188 


Y =15 em.; b, = 12 cm. 

*191.. Hallar las coor- 

8 denadas del c. d. g. del 
segmento de elipse repre- ¿3 E y 

ze sentado en la figura. 


Problema 191 (Walton). 
*192, Hallar el c. d. g. de la superficie de * 
una semicicloide corriente cuyas ecuaciones son: 
z=a4(p—senp), y =a(l —cosp) 2 
siendo p el arco variable que va de 0 a z. Problema 192 
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*193. Hallar el c. d. g. de la superficie comprendida entre 
la curva y = sen x y el eje de las .:, desde x =0a7%= 7. 


10, Centros de gravedad de cuerpos 


194. Un punto O está en equilibrio bajo la acción de varias 
fuerzas. Cada fuerza se representa por un vector de origen (. 
Kn el extremo de todos esos vectores se colocan puntos de igual 
peso. Demostrar que O es el e. d. g. de todos esos puntos. 

195. Un punto material de masa m es atraido por todos los 
puntos de un cuerpo con fuerzas- directamente proporcionales 
a las distancias y a las masas respectivas. Demostrar que la 
resultante de todas esas atracciones pasa por el,c. d. g. del 
cuerpo y que su magnitud es la misma que si toda la masa del 
cuerpo estuviese concentrada en punto. 

196. De un cono circular recto cuyo ángulo en el vértice es 
2a, se corta un troneo por medio de dos esferas de radios R y 7 
cuyos centros están en el vértice del cono. Hallar la distancia 
al vértice del e. d. y. de este tronco. 

197. Demostrar que el c. d. g. S del cuerpo comprendido 
entre dos superficies cónicas oblicuas de la misma base y alturas 
h, y hz puede hallarse del siguiente modo : se unen los vértices 
0,, 0, de ambas superficics cónicas y se divide exteriormente 
el segmento 0, 0, en la relación hz: hy. Después se une este 
punto P de división con el e. d. g. de la base; el e. d. g. bus- 

2 cado S es el primero de los que dividen a MP 
en cuatro partes iguales, partiendo de M. 

*198. De un cilíndro de radio 7 se corta un 
tronco por medio de un plano que forma 
un ángulo y con la base y que corta al eje 


E a la altura «. 1eterminar las coordenadas 
- del c. d. g. 
*199. Hallar cl c. d. g. de una cuña de 
base a b, altura h y arista a). 


*200, Determinar el e. d. 4. de un cuerpo 
2 limitado por la superficie 

Problema 19% de un cono circular recto HA, 
y la de un paraboloide de revolución 
cuyas bases y vértices coinciden. 

*201.  Maltar la distancia £, del e. d. g. 
de un tronco de pirámide a su base infe- 
rior «a b, siendo «, b, su base superior. Pruhlema 201 
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*202. Hallar la coordenada E, del c. d. g. del cuerpo 
que se obtiene haciendo girar las dos parábolas y? = 2p,w 
e y? =2p, (a—a) alrededor de su eje co- 


4 
mún Ox (Walton). 
*203. Hallar la coordenada 7 del c. d. y, > 
del volumen de revolución que se obtiene ha- ¿| 
Lg 


ciendo girar un semisegmento de parábola OA B 
alrededor del eje O y. Problema 203 
*204. Hallar Jas coordenadas del c. d. g. de la octava parte 
de la esfera 224 y4 =P. 
*205. Hallar el c. d. g. del medio elipsoide que se obtiene 
haciendo girar a un Cuadrante de elipse alre- 


dedor de su semieje a. y» p 
*206. Un arco de parábola AB gira alrede- . ¿| y 
dor de su eje x. Hallar la coordenada OS = E E 


del c. d. g. del cuerpo de revolución así obtenido. 

207. A lo largo de un cilindro de longi- 
tud 1 y radio r, puede deslizarse un disco 
taladrado de espesor b, y radio R, de igual 
material. Determinar la distancia e bajo la 
condición de que el e. d. g. del cuerpo total 
quede a la distancia l/n de A. 

208. Un cuerpo está compuesto de un 
cono (altura h, radio de la base R,), un ci- 
lindro (longitud 1, radio r) y una semiesfera 
(radio R») todos con el mismo eje y del mis- 
mo material. Hallar la distancia £ del e. d. g. 
al vértice del cono. 

209. En un cono circular recto se hace 
un vaciado en forma de tronco de cono, cuya 
superficie sea paralela a la del primero. Se 
da la relación n= r/R. Hallar la relación 
z =u/h bajo la condición.de que el c. d. g. 
del. cuerpo que resulta, sea el centro S dela 
hase superior del tronco. 

*210, Un cuerpo de volumen conocido Y 
está compuesto de un cono circular recto 
cuyo radio r de la base es dado y de un 
cilindro superpuesto del mismo material. 
Kl cuerpo obtura un orificio circular en 
el suelo de radio a. ¿Qué valor deben tener las alturas x e y 
del cilindro y del cono para que el c. d. g. del cuerpo esté lo 


L——— 
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más alto posible respecto del plano o suelo 44? ¿A qué 
tancia 3) de dicho plano está el c. d. g.? 


11. Apoyos y suspensiones 


211. La superficie representada en la 
figura tiene su masa uniformemente repar- 
tida y cuelga libremente de la articula- 
ción A sometida a la acción de Ja gra- 
vedad. Hallar el ángulo y que la recta AB 
forma con la horizontal en la posición de 
equilibrio. 

212. Un semicilindro pesado, de radio r y 
longitud l, cuelga del punto (, Hallar el ángulo q 
que la arista OA forma con la vertical en la 
posición de equilibrio. 

213. Un cono circular recto se apoya en la 
esfera circunscrita al mismo. Hallar el ángulo y en 
el vértice bajo la condición de que el cono esté 
en equilibrio para cualquier posición. 


4 214. Dos sectores esféricos, del mismo 
ai material, con radios R y r cuelgan libre= 
mente del vértice común. Hallar la relación 

entre Jos ángulos a y f de abertura de los 

conos sabiendo que en la posición de equili- 

brio la arista de contacto ha de ser vertical. 


215. Un semicírculo con masa uniformemente repartida 
de peso G está suspendido de una articulación en B y es rete- 
nido en el punto C por medio de un 
hilo AC. Los puntos A y B están a 
la misma altura. El triángulo ABC es 
rectángulo en C e isósceles. Hallar la 
tensión S del hilo y la reacción de 
la articulación. ¿Qué ángulo p forma 
esta reacción con la recta BA? , 


U) 216. Un triángulo pesado ABC 
cuelga del punto O por intermedio 

7 de tres hilos de modo que su posición 

4 Y €s horizontal. Hallar la relación entre 
A los lados a, b, e del triángulo y las 


longitudes a, B. y de los hilos. 


Problema 219 
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217.- Un cuerpo prismático de longi- 
tud [, sección A BCDE (siendo el punto O 
el centro del arco AED) y peso especifico y 
se apoya sobre una superficie horizontal. 
Del punto C cuelga un peso K. Hallar 
el valor de K siendo conocido el ángulo p 
de posición del prisma en equilibrio. 

218. Una mesa cuya forma es la 
indicada en la figura debe transmitir por 
intermedio de sus pies presiones en A y B 
que sean la mitad de la transmitida en C. 
Hallar el valor del radio interior x. 

219. Calcularanalítica y gráficamente los valores de las reac- 
ciones de los apoyos en A y B para las siguientes vigas apoyadas: 


e O 5 A pr 800/9/m 
0) pl y 42 — eli 


e da E A | 


1, 
ERES TEREES 


a Mm 


220, Tres ejes acoplados unidos entre sí cargan una viga 
apoyada AB =1 con presiones K,, Kz, Kg. Hallar la posición 
del tren móvil de fuerzas; esto __z. 
es el valor de a para la cual las PAD 
reacciones de los apoyos estén y 
en la relación A:B=m:n. % 4 4 4 € 

221, Dos varillas AB y CD están 
articuladas en B y en sus apoyos A 
y C. La varilla CD lleva colgado en 
su extremo D un peso G. Hallar las 
reacciones de las articulaciones B y C 
y los ángulos p, y pa que forman con 
la horizontal, 

222, Un arco de tres articulaciones y de las dimensiones 
acotadas en la figura, está cargado con una fuerza vertical K 
que actúa a la distancia x del apoyo izquierdo. Dibujar la línea 
de influencia del empuje horizontal H. 

223. Una rampa AB, que pesa q = 20 kg. por metro lineal, 
sostiene un descansillo BC en cuyo punto medio actúa una carga 

3. WrrrENBAUER: Problemas de Mecánica. 1, 


34 Resultantes y equilibrio de Jas fuerzas 


(450 kg. y se apoya en A sobre una columpa ALE y una viga 
horizontal AD. Los puntos A, B, Cse considerarán como artícula- 


TS 
Problema 224 


ciones. Hallar las reacciones en estos puntos (b= t1m.;h==3m.). 

224. Un pórtico articulado en el vértice C y apoyado en 
A y B por medio de articulaciones, 
esta sometido a la acción del viento a 
razon de q Kg. por uvidad de super- 
ficie y proporcionalmente al seno del 
angulo que la misma forma con la di- 
rección de dicho viento. La anchura 
del pórtico, normal al papel, es 6. Ha- 
Mar graficamente las reacciones en las 
articulaciones A, B, C teniendo sólo 
en cuenta la presión del vienlo. 

225. Un sistema de tres vari- 
Mas articuladas está sometido a la 
acción de las dos cargas P y Q. La 
carga P es conocida; de la Q sólo 
se da el punto de aplicación. Hallar 
el valor de Q para que el sistema 
este en equilibrio. (Gráticamente,) 

226. Un triángulo equilátero A BC, compuesto de tres va- 
ríllas articuladas entre sí y cada una de peso G, está colgado del 
vértice 4. lDemostrar que las reacciones en 2 y C son iguales 
ay (600,761 G y forman con la horizontal ángulos a de- 
terminados por 


tga=4Y3 


to sea 241%). Dibujar el polígono de fuerzas. 
227. Dos barras sín peso, articuladas en 4 y B, sostienen cn 
C y Dona tercera barra pesada que toca al suelo en el punto E. 
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Se tiene ES =ED/2, EC =2ED/3. Determinar el ángulo a 
bajo la condición de que la barra intermedia no produzca presión 
alguna en E. 

228. La grúa giratoria para ferrocarriles de E. Becker es 
un paralelogramo articulado montado sobre el bastidor de un 


EEE IGG 


Problema 227 


vagón; 1 es la posición de reposo durante el transporte, 2 es 
la posición de trabajo. Determinar la posición E del gancho de 
la grúa para que el paralelogramo ABCD esté en equilibrio, 
Cuando la grúa se dispone para trabajar el contrapeso G se 
desplaza automáticamente de 7 hasta 2. ¿Cuál será el valor 
máximo de K para que el vagón no vuelque? 

229. En el freno de cinta de Ohnesorge, 
los extremos S, S, de la cinta se unen al sis- 
tema de palancas representado en la figura. 
En los puntos 4 y B se aplican las fuerzas 
que producen el frenado. Hallar la relación de 
las fuerzas S,, S, que se producen en la cinta 
del freno. (Z. Y. D. L, 
tomo 57, 1913, página 
1023). 

230. Un mástil empotrado en O sos- 
tiene por medio de dos vientos CA y 
DB una viga AB que ha de sostener 
una carga K. Hallar la posición de esta 
carga K bajo la condición de que la 
viga permanezca horizontal en equili- 
brío. Determinar para esta posición el 
momento flector en O. 

231. Enlos vértices opuestos B y D de un cuadrado A BCD 
de lado a están articuladas dos varillas BE = a/4 y DF = a/2 
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cuyos extremos van también articu- 
lados a una barra GH. En G actúa 
una fuerza P paralela a BE y en HH 
una fuerza Q paralela a DF. Hallar 
la relación P:Q correspondiente al 
equilibrio y las reacciones de las ar- 
ticulaciones en B y D, 

*232. El mismo problema, pero 
asignando a Q una dirección cual- 
quiera. Determinar la inclinación y de Q respecto a AD) para obte- 
ner el minimo valor de Q y hallar su valor suponiendo P conocida. 

233. Un bastidor ABC en forma de triángulo equilátero 


apoyado en un suelo horizontal sostiene una barra 0D =21 
de peso G articulada en O. Hallar 
la posición del bastidor para que en la 
posición de equilibrio sea nula la pre- 
sión en el punto A, es decir, determinar 
la distancia OA Y y, además, cl va- 
lor de la fuerza horizontal K que debe 
aplicarse en B para que eso suceda. 

234. Tres varillas de igual longitud, sin 
peso, articuladas entre sí, están apoyadas 
sobre un rodillo cuyo radio es igual a la lon- 
gitud común de las varillas. Los extremos de 
las varillas exteriores se cargan con pesos G. 
Hallar las presiones en B, € y D y el ángu- 
lo p que la presión € forma con la vertical. 

235. Tres varillas sin peso, articuladas entre sí, están apo- 
yadas sobre un rodillo de radio ». En los extremos A y H de las 
varillas exteriores van colgados dos pesos iguales G. Se tiene 
CE = r. Determinar la longitud AC = HE = x bajo la condi- 
ción de que la presión en D sea nula. Hallar en este caso. la 
presión en B y la tensión S de 
la varilla CE. (Véase figura del 
problema 234.) 

236. Un sistema simétrico” de 
cinco varillas articuladas sin peso 
cuelga de los puntos A,, A, y está 
cargado en las articulaciones con 
pesos G,, Gz también simétricos. Hallar, en la posición de 
equilibrio la relación entre los ángulos a y f. 


Problema 231 


Apoyos y suspensiones 37 


237. La balanza acrodinámica de Eiffel tiene por objeto 
determinar en magnitud y dirección la presión del viento (en 
la figura se supone horizontal) que actúa sobre una placa de 
ensayo P (ala de aeroplano). Para ello se fija a la placa P un vás- 
tago S que puede rígidamente unirse a una doble palanca AB 
cuyos centros de giro A 
y B pueden sujetarse y at a a | 
beltátszia voluntad. La e 
palanca doble va cal- 
gada en C de una bás- 
cula de palanca ordina- 
ria W. Primeramente, 
estando B libre, A su- 
jeto y sin corriente de 
aire, se equilibra cl 
aparato por medio de 
pesos Q. Después, se da 
acceso a la corriente de 
aire que actúa sobre P y 
se restablece el equili- 
brio aligerando del va- 
lor Q, el peso Q,. Este 
proceso se repite quedando libre A y sujeto B; la disminución 
de peso es entonces, por ejemplo, Qy. Finalmente. se invierte 
la posición de Ja placa y vuelve a repetirse la medición por ter- 
cera vez con A fijo y B libre, con lo cual la disminución de peso 
cs Q¿. Determinar, con los valores hallados Q,, (o, Qs y siendo 
conocidas las constantes del aparato 1, m, 1,, m,, la magnitud 
y dirección de la presión K del viento sobre am ha 
la placa P. (Z. f. Flugtechnik u. Motorluftsch, 
tomo 1, 1910, pág. 80). 

238. Una chimenca cilíndrica de radio 
interior r y peso específico de fábrica y está 
sometida a la acción de una fuerza volcado- 
ra K que actúa a la mitad de su altura. Se 
desea que la resultante de XK y el peso pro- 
pio de la chimenea pase por el punto A de 
la base de sustentación. Determinar el radio 
exterior R de la chimenca. 

239, Un cuerpo cilíndrico cuya sección es la indicada 
en la figura (generatrices normales al papel) reposa sobre 
un suelo horizontal. Determinar el valor x para que el 
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equilibrio del cuerpo sea 
indiferente. 

240. El mismo pro- 
blema anterior, siendo la 
parte inferior una semies- 
fera y la superior un 
cono. 

241. Lomismo siendo Problema 240 
la parte inferior una semiesfera y la superior 
un cilindro. 

242. Un cuerpo cilíndrico, cuya sección 
es la indicada en la figura (generatrices nor- 
males al papel) descansa sobre un suelo ho- 
rizontal; su peso especifico es y. Fn su interior 
se echa un líquido de peso específico y,. Deter- 
minar la anchura x de la superficie del líquido 
para que el equilibrio del cuerpo total sea 
indiferente, 

243. Una varilla de longitud 1 y peso G, 
F puede desplazarse horizontalmente sobre la 
a arista superior de un prisma regular de sec- 
4 ción octogonal y peso G. Hallar los límites 

entre los cuales puede variar x para que sub- 
* sista el equilibrio. 

244. Una viga de peso G y cuya sección 
es un hexágono regular descansa sobre un 
suelo horizontal y está cargada en dos aristas 

a rQ opuestas con pesos Y y nQ. ¿Entre qué límites 
deberá oscilar n para que la viga no vuelque? 

245. Demostrar que el momento de es- 
tabilidad (es decir, el momento del peso pro- 
pio) de un muro de sección trapecial, según 
la figura, tanto respecto al punto A(M,) 
como al B (M,) es mayor que el (M) de otro 
muro de iguales área 
y altura, pero de sec- 
ción rectangular y que M, > My >M. 

246. Un muro tiene la sección in- 
dicada en la figura. Hallar la relación 
entre las alturas x e y para que las Ga % 
estabilidades contra el vuelco respecto de A y de C sean 
iguales. 


A/ a 
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12. Entramados simples 


(Por tales entendemos los de triangulación sencilla. En el siguiente cape 
tulo" se estudiarán otros entramados de diversa disposición, pero tambien 
isostáticos). 


% e 
247. Un triángulo ABC compuesto A E pS 
de tres barras rígidas está sujeto en A 
en una articulación fija y descansa en BS Se 
sobre una superticie lisa. En C actúa la 
carga P. Determinar gráficamente Jas ten- 
siones S,, Saz, Sy de las barras. h 
248. Determinar gráfica y analí- 
ticamente la tensión S, en la dia- e 
xp gonal y la S en el lado 
de un cuadrado some- 
$ tido a la acción de las ¿5 - 
a cuatro fuerzas P, P, 
QQ. 
íl 249. Calcular las a 


Problema 248 tensiones S de un en- Trenbilesan 249 
tramadu simétrico conociendo las cargas P y Q y las lon- 
gitudes b, m, n. 

250. Lus fuerzas P y Q se equilibran a traves del ente 
mado adjunto, compuesto de cinco varillas y 
apoyado en la articulación O. P es perpendi- 
cular a $, y Q paralela a Sy. P es dato del a 
problema. Calcular: la fuerza Q, la reacción D 
de la articulación O y cl ángulo p que for- 
ma con la horizontal y las tensiones en las te % 
barras. Dibujar el polígono de fuerzas. 

251. Un entramado de cinco varillas y 
forma cuadrada está apoyado en una articu- 
lación por uno de sus vértices; en otros dos 

p actúan dos fuerzas 

y Q paralelas a las dia- 
1 l  gonales. Q es el dato del 
Determinar el vator de /* para 

¡ que haya equilibrio, Calentar > la tese- 

ción D de la articulación, su angulo y 

al y las tensiones en las barras Dibnjar 

el polígona de fuerzas. 
PLA 252. Un entramado tiene hi forma 
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de dos triángulos rectángulos adyacentes (véase figura), que 
en A y B tiene apoyos horizontales deslizantes y está sometido 
a la acción de las fuerzas horizontales P. Hallar las reacciones 
en los apoyos, y la tensión S de la barra A B y dibujar, además, 
el poligono de fuerzas. 

Determinar las tensiones de las barras y dibujar el polígono 
de fuerzas en los siguientes entramados simples. 

253. Entramado sin apoyos. 


254. Entramado sin apoyos, cargado con dos pares P, P, 


QQ. 


255. Entramado sin apoyos. 


256. 


257. 


258. 


259. 


260, 


. Entramados simples 


Viga triangulada sencilla. 


Gs00* 5, LD G 
, 4 ] % y 


6-600% 


Cercha, 


:300% 


4 
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261. Viga parabólica (los puntos ACDEB están en una 
parábola). 


262, 


263. 


264. 
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265. Grúa. 266. Grúa. 
sed A 


32 
Pos” E 


Lampmáso 
A borizontal 


267. Marquesina. 268. Grúa. 


A horizontal 


269. Cubierta asimétrica. 


270. Cimbra con carga asimétrica, 
Pata 6% tQ” 


f 
lA A A 
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27. 


Cercha Polonceau sometida a la acción del viento. 
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277. Cimbra con carga asimétrica. 


278. Pasarela, 


279. Cimbra. 


Entramados cruzados, con carga interior y entramados compuestos 17 


282. Sistema de barras con los nudos interiores cargados. 


283, 284, 285. Hexágonos como figura básica con diversas 
cargas. 


286. Hexágono irregular. 


287. Demostrar que el entramado del problema anterior 
es un entramado singular (infinitamente poco movíble), cuando 
es un hexágono de Pascal, es decir, cuando sus vértices están 
sobre una curva de segundo grado (Maxwell, Funk). 
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288. Heptágono simétrico. 


290. Octógono asimétrico. 
(L, Henneberg, Enzvkl. d. math. Wiss. Tomo IV, Art. 5, $ 37, 
pág. 408, y F. Schu Math. Ann. Tomo 48, 1897, pág. 142.) 


291. Cercha compuesta Polonceau (entramado con forma 
fundamental). 
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Dibujar los polígonos de fuerzas correspondientes a los en- 
tramados de este capitulo, suponiendo cargas asimétricas cua- 


-rt 
Eta 


lesquiera en los nudos, claro está que con la condición única 
de que formen sistemas que estén en equilibrio. 


14, Representación plana de sistemas de fuerzas cn el espacio 


292. Demostrar que la re- 
presentación de los (003) vecto- 
res axiales del espacio, puede 
hacerse en el plano, cumplién- 
dose las siguientes ecuaciones 
fundamentales : 


X=X, Y*=Y, M= 


(e es arbitrario, = 0) con la si- 
guiente construcción uniforme : 
El vector AB = Kestá dado por 
sus tres componentes (X, Y, Z)o 
bien por sus proyecciones, hori- 
zontal AB" =HK =yY Xi 4 Y? 
y vertical A”B” = K”, 

Se toma en el papel un nuevo 
sistema de ejes 0O*X* Y* pa- 
ralelosa los anteriores y selleva a 
partir del origen sobre el eje X* 
un segmento Of = c arbitrario. 


4. Wirrespacre : Problemas de Mecúnica, L. RU 
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Se traza /T || K” hasta que corte en T al eje Y* y por T se 
traza K* ++ K”. Por definición K* es la representación o imagen 
del vector dado K. 

(B. Mayor; R. v. Mises y K. Federhofer.) 

293. Demostrar que en esta forma de representación las 
imágenes de todos los vectores paralelos a una recta (9) están 
en una misma recta (g*) y que la imagen de la suma de varios 
vectores K, Ka... es la suma de sus imágenes KY K$ ... 

294. Demostrar que, en esta forma de representación, las 
imágenes de todos los vectores paralelos a un plano, pasan por 
un punto. Este punto recibe el nombre de imagen del plano. 

295. Demostrar que, si dos vectores son perpendiculares, la 
imagen de cada uno de ellos pasa por el antípolo de la imagen 
del otro respecto al circulo de radio c cuyo centro es 0*, 

(SI tenemos una recta g* y un círculo de centro O* y radio e. siendo 
OM'la distancia del centro O del círculo a la recta, se Nlama antipolo de 


la recta g* respecto del efrculo, al punto e situado en la perpendicular tra- 
zada a g* por 0*, al otro lado del círculo, de modo que O*M+0*e = el]. 


296. Un vector K del espacio se conoce por la traza g, de 
su eje y por su imagen K*. Determinar la imagen m* del vector- 
momento M de K respecto al origen O de coordenadas. Se han 


de verificar para la imagen del vector-momento las siguientes 
ecuaciones fundamentales : 


xo,  ye=%, M*=M> 


297. En la articula- 
ción G de un trípode, cu- 
yos pies son a, b,c, actúa 
una fuerza K. Determinar, 
con ayuda de la repre- 
sentación plana, las ten- 
siones en los tres pies del 
trípode. 

298. En la articula- 
ción G de un sistema de 
seis varillas 1, 2... 6 actúa 
la fuerza K. Determinar, 
con ayuda de la represen- 
tación plana, las tensiones 
en dichas varillas. 


Equitibrio teniendo un cuenta el rozamiento a 


15. Equilibrio teniendo en enenta el rozamiento 


*299. Tirando de una cuerda. se 
sube un peso G arrastrándolo a lo largo 
de un camino rugoso que tiene forma de 
cuadrante de círculo. Determinar el valor 
del ángulo y que corresponde a la tensión 
mínima de la cuerda, siendo g el ángulo 
del rozamiento en el camino. 

300. Una varilla sin peso AB =l se e 
apoya en C sobre una columna, su extremo B c 
se sujeta con una cuerda atada en el punto D 
y en su otro extremo Á va cargada con un Af) 
peso P. Se dan las distancias a y b y los án- p 
gulos « y $. Determinar el valor mínimo que 
debe tener el coeficiente de rozamiento f en € 
para que haya equilibrio. Hallar la tensión S 
de la cuerda. 

301. Las dos mitades de un cilindro cir- 
cular de radio r y peso total 2G se apoyan 
mutuamente del modo indicado en la figura. 
El piso es liso; pero los planos de apoyo de los 
semicilindros son rugosos. Conociendo el ángulo x y supo- 
niendo el sistema en equilibrio, determinar: a) el coeficiente 
de rozamiento /; b) las reacciones en A y B;+c) la presión D 
que se ejerce entre los dos semicilindros; d) la distancia 
a la cual actúa ésta presión D. 

302, Una barra uniforme AB = 21, de peso G, se apoya 
sobre media esfera de peso G; el piso es liso, pero la superficie 
de contacto entre la barra y la semiesfera 
es rugosa con un coeficiente de rozamien- 
to /. Se desea hallar la longitud | de la 
barra para que la presión que se ejerce 
entre ambos cúerpos pase por el c. d. g. 
$, de la barra. 

303. Un prisma y una placa se atan con 
una cuerda tendida, pero lisa, que forma con la 
placa los ángulos « y $. Hallar el coeficiente 
de rozamiento entre prisma y placa para que 
haya equilibrio en la posición representada en la figura. (Se 
prescinde de los pesos.)- 
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304 Un cubo perfectamente liso de peso G y arista « 
puode girar alrededor de la articulación O y se apoya en el 
borde de una placa de peso G, y 
altera b= «4. Hallar el coeficiente 
de rozamiento f entre la placa y el 
piso horizontal de apoyo pura que 
haya equilibrio en la posición indicada 
en la figura. 

305. Una barra uniforme AB = 21 de peso G está articu- 
lada en el punto 3 y sostenida desde el punto € por una cuerda 
de longitud a cuyo otro extremo Heva un anillo que al la 
barra y que tiene un coeficiente de rozamiento con ella igua 

=b es un dato del problema. 
Hallar entre qué límites pueden var 
ángulo q, la presión en D y la tensio 
de la cuerda sin que se altere el equilib: 
Trácese el poligono de fuerz: 

306. Una barra uniforme y pesada 
se apoya en A sobre el suelo rugoso 
y en € sobre un poste vertical perfec 
mente liso, de longitud a. l ángulo a de 
posición de la barra es un dato del proble- 
ma. Determinar qué valor ha de tener 
por lo 1nenos el coeficiente de rozamie 
to f en el suelo para que huya equilibrio. 

3807. Una barra Al, cuyo centro de 
gravedad es $, se apoya en el suelo y en 
la pared, ambos rugosos (f, y fa). ¿Bajo 
qué ángulo q, entre barra y piso, se per- 
+ derá el equilibrio? 

308. Un disco elíptico pesado des- 
cansa sobre una pared lisa y un suelo 
rugoso, formando sus ejes 45% con ellos. 
Determinar el coeficiente de rozamiento 
con el suelo sabiendo que en la p 
ción representada el dísco empieza a re 
balar (Walton). 

309. Resolver el mismo problema suponiendo que la 
pared es tambi rugosa y que las fuerzas de rozamiento 
en ambos puntos de apoyo llegan a su valor limite (fx pre- 
sión normal). 
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310. Una barra 18 de peso G se apoya 
en «i sobre el suelo horizontal que se supone 
rugoso (coeficiente de rozamiento /) y está 
suspendida en BB por medio de una cuerda. 
La inclinación de la barra es «. ¿Para qué in- 
celinación y de la cuerda, empezará la barra a 
resbalar? ¿Cuál es el valor de la presión en 1? 
+ Úna barra pesada está sostenida, por 
zamiento, entre dos pernos horizontales que 
distan a entre sí. Se da el ángulo de inclina- 
n 2 sobre la horizontal. ¿Qué distancia de- 
herá ver entre el e. d. g. de la barra y el 
punto A para que aquélla no resbale? (Walton). 

312. Dos semicilindros circulares de igual 
longitud. radios r y r, y pesos ( y G, se apo: 
entre sí siendo rugosas las superficies de con- X= 
tacto. Mallar el valor del coeficiente de roza- >“ 
miento pura que estén en equilibrio en la posición dibujada 
determinando la inclinación del plano de contacto. Calcular 
la presión D que se ejerce entre ambos cuerpos y su distancia 
al centro (O del mayor. 

313. Un semicilindro circular de 
radio 7 y peso G se apoya sobre otros 
dos de radio 1, y peso G,. Las su- 
perficies laterales son lisas, el suelo 
rugoso. ¿Para qué valor de la dis- 
tancia xx empezarán resbalar los cilindros inferiores? 

314. Dos rodillos cilindricos de pesos G, y G, se apoyan, 
no sólo entre $1, sina, además, en el suelo y en la 
pured. Los coeficientes de los respectivos ro 
mientos son: f, f,, fg. Para cierto valor del 
gulo y los rodillos están estrictamente en equ 
brio. ¿Qué valores mínimos tendrán los coefi- 
cientes de rozamiento? llallar las presiones que 
se. desarrollan entre los cilindros y contra el suelo 
y la pared. 

316. Sobre dos planos inclinados 
a 45% se apoyan tres cubos de igual 
peso G; se conoce el ángulo de ro- 
zamiento y entre su 
contacto, ¿Qué fuerz; 
aria para levantar el cubo inferior? 


ESOS 


SS 


DEN 


£ 


si Kesultantes y equilibrio de las fuerzas 


316. In el acoplamiento de fricción representado en Ja fi- 
gura, la zapata L se aprieta contra la llanta Z por efecto de la 
fuerza K; de este modo la llanta Z arrastra al árbol W en el 
sentido indicado por la flecha. Se supone que en la guia de 
la zapata no se produce ningún rozamiento. 
Hallar gráficamente el valor de la fuerza tan- 
gencial U que se transmíte al árbol por me- 
dio del contacto entre L y Z, siendo e el án- 
gulo de rozamiento, y suponiendo conocida 
la fuerza KK. 

(D.Thoma, Z. V.1. L.,tomo 61,1917, pág. 1009.) 

317. Una barra uniforme AB descansa 
dentro de un círculo vertical de radio a, dis- 
tando b del centro O. Hallar el valor mayor 
que puede alcanzar el ángulo y sin que se 
pierda el equilibrio (/ = coeficiente de roza- 
miento de la barra y el círculo). 

318. Sobre un rodillo descansan dos barras de igual lon- 
gitud y peso G articuladas entre sí en el punto O. Determinar 

o entre qué límites podrá variar el ángulo y que 
forman las barras, sin que se pierda el equilibrio. 
y Z La posición será siempre simétrica y se ha de 

tener en cuenta el rozamiento entre las barras 
y el cilindro. Determinar la presión D en los 
puntos de contacto. 

319. Dos barras iguales y uniformes, 
cada una de peso (, articuladas entre sí 
en el punto O, se apoyan del modo indicado 
en la figura. Hallar el coeficiente de roza- 
miento en los puntos A y B sabiendo que 
en la posición de equilibrio el ángulo que 
formen las varillas recto. Determinar 
las presiones en A y BB. 

320. Una barra uniforme A B se apoya por sus extremos A 
y E sobre dos planos rugosos e inclinados el mismo ángulo o 

z respecto a la horizontal. Siendo e (o < x) 
el ángulo de rozamiento de los planos, 
demostrar que para el equilibrio la in- 
clinación máxima q de la barra, respecto 
a la horizontal está dada por la ecuación : 


(EL. Lamb), 
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321. Dos pesos G, y Gz están enlazados con un hilo flexible 
y perfectamente liso; uno de ellos se apoya en un plano incli- 
nado rugoso, el otro sobre un cuarto de 
rodillo también rugoso. Determinar entre 
qué límites podrá variar el ángulo p con- 
servándose el equilibrio. Los ángulos de 
rozamiento e, y ez en el plano y Y 
rodillo son datos del problema. 

322, De un hilo sujeto al 
punto O y que pasa por el ani- 
llo R, cuelga un peso G. El 
anillo puede resbalar a lo largo 4 
de la barra rugosa AB. ¿Qué 4 
valores máximo y mínimo puede to- 
mar el ángulo y? A 

323. Un sistema de tres varillas ba Ss 
articuladas entre s1 está cargado en los 
puntos B y € con pesos iguales G y está 
suspendido de los puntos A y D por 6 6 
medio de anillos que pueden resbalar a lo largo de dos barras 
rugosas inclinadas del ángulo «, tal como se indica en la fi- 
gura. Determinar entre qué límites podrá variar el ángulo y 
para que se mantenga el equilibrio. Hallar las tensiones S, 
y Sz en las varillas 4B y BC correspondientes a las posiciones 
extremas. 

*324. Sobre el borde de un prisma se 
apoya una barra inclinada de peso G y lon- 
gitud /. En el punto de contacto se supone 
que actúa el rozamiento. El extremo A de la S S 
barra se va desplazando lentamente hacia la 
izquierda. ¿Qué valor mínimo ha de tener el peso Q del prisma 
para que durante este proceso, no vuelque (alrededor de 0)? 
¿Para qué ángulo x debe ser máximo Q? 

325. Un.cuerpo pesado descansa por medio de 
tres apoyos A, B y C sobre una superficie plana 
horizontal rugosa y las presiones en esos puntos 
son P, Q y R. Un par de fuerzas, capaz de vencer 
estrictamente el rozamiento, tiende a hacer girar 
al cuerpo. Hallar el centro de rotación (Routh). 

326. Una barra pesada OA =1 de peso G está articulada 
fijamente en el punto O y se apoya en A sobre un plano rugoso, 
que forma un ángulo a con el horizontal. Hallar el valor de p 
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para la posición extrema de equilibrio y las reacciones en 4 y O. 
Los datos son: a, distancia del punto O al plano; r, radio del 
circulo que describe A ; f, coeficiente de rozamiento del plano, 
327, Una barra ÁB=l, homogénca, de peso G, está ar- 
ticulada en A y se apoya en B sobre la superficie de una esfera 
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rugosa. Hallar, para la posición extrema de equilibrio de la 
barra: a) el ángulo y; b) la presión normal D en la esfera ; 
e) la reacción de la articulación en A. 


16. Máquinas simples 


328. Determinar el peso P con que debe cargarse la válvula 
de seguridad de una caldera de vapor conociendo los siguientes 
ao ——«4 Jdatos:a=1m.,b=0,2m., 1 =1cm., 
d = 6 cm., presión del vapor bajo la cual 
debe empezar a funcionar la válvula 

=7 kg./em.2 =7 at., rozamiento en 
el eje de giro f, = 0,1, peso de la pa- 
lanca G=8 kg., distancia del centro de gravedad S al punto 
de giro de la palanca s = 45 em. 

329. En la máquina de ensayo de 
vigas de cemento, construída por la casa 
«Buchheimer y Heister» de Francfort 
del Mein, se coloca la viga de prueba A B 
entre las cuatro cuchillas C, D, E, F de 
un bastidor que se carga en J por medio 
de una palanca KHG. En los puntos de 
apoyo de las cuatro cuchillas, cuatro 
fuerzas iguales K actúan sobre la viga. 
Determinar el valor de K siendo Q la 
fuerza que actúa en G, con Jos siguientes 
datos: JA = «a, KH =b, HG=c, CF=d, DE=€. 

(Z. V. D. I., tomo 36, 1912, pág. 1719.) 


Máquinas simples 37 


330. La disposición de 
las palancas de una báscula 


ple, 


de puente es tal que a/ 
siendo OA =«, pt 
O E=e, 0,F=/ y 9- 
Demostrar que E sia la relación: Pg = 0Qf. 

331. UnárholA de radio r, gira con la velocidad angular «,- 
Un segundo árbol hueco B de radio exterior r, que ajusta sohre 
el anterior es arrastrado con él por el roza- 
miento. La zapata fija C que aprieta el árbol 
exterior modera el movimiento. El rozamiento 
ha de ser proporcional a la superficie de roza- 
miento, a la presión y a la velocidad relativa 
de los cuerpos en contacto. Hallar la velocidad 
angular w, del árbol hueco B. 

(H. Heimanmn, Z. f. Math. u. Phys., tomo 48, 1903, pág. 471.) 

332. Sobre la plataforma de un malacate cuyo eje está in- 
clinado 20? respecto a la vertical, está en P un caballo de 280 kg. 
de peso a una distancia de 7 m. del eje. El árhol tiene 20 em. 
de diámetro. Averiguar la carga Q que 
puede vencerse con una cuerda hacien- 
do que el caballo ponga la plataforma 20% e 
en movimiento, andando sobre ella. 
Las resistencias secundarias no se ten- 
drán en cuenta. El radio de la plata- 
forma correspondiente al punto 1? se hi 
de suponer horizontal. 

333, Sobre un plano inclinado a = 50? respecto a la ho- 
rizontal, se encuentra una carga G que está sostenida en equi- 
librio estricto por una fuerza K cuya dirección está B= 30% 
inclinada respecto a la vertical. El plano inclinado es rugoso 
y su ángulo de rozamiento es € =5". Ahora, se hace que el 
plano inclinado disminuya su inclinación en y = 10%, y en estas 
condiciones la carga G queda en equilibrio, suponiendo que la 
fuerza K tiene la misma inclinación que antes respecto a la 
vertical, pero que su intensidad ha disminuído 
en p=10 kg. Determinar los valores de K y G. 

334. Sobre dos rodillos fijos se arrolla una 
cuerda, tal como indica la figura, de cuyos ex- 
tremos cuelgan dos pesos P y Q de los cuales el 
uno es diez veces mayor que el otro. Determi- Ñ e 
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nar el coeficiente de rozamiento entre cuerda y rodillos, para 
que haya equilibrio. 
336. En el dinamómetro de freno de cinta de F. Kiihne se 
arrolla sobre el disco giratorio S una cinta de freno, cuyos ex- 
; tremos A y B se fijan a un bastidor. 
Este, está suspendido en € del brazo 
corto de una romana articulada en 
el punto O, G es el peso corredizo 
que mantiene el equilibrio y Q el 
contrapeso del bastidor. Determinar 
el valor de la fuerza tangencial K 
que actúa en la llanta del disco. 
(Z. V. D. 1, tomo 61, 1917, pág. 619). 
336. Sobre una polea que gira se 
arrolla una cinta cuyos extremos A y B 
se fijan en una palanca giratoria alre- 
dedor de O, que lleva en C un peso Q. 
Hallar las tensiones de la cinta en A 
y B. Determinar el valor de OC para 
que sea nula la reacción en O. 

Una cuerda pasa por dos poleas A y B, 
de las cuales la B por una circunstancia cual- 
quiera se ha agarrotado, quedando fija. ¿Entre qué 
limites podrá variar P para hacer equilibrio a Q? 

338. Determinar la relación de fuerzas P/Q 
y el rendimiento y de los aparejos a) hasta d) 
representados en las figuras adjuntas, En a) se 
han de considerar los tres ramales que sostienen 
la carga, como aproximadamente paralelos, las po- 
leas, de las cuales la superior es fija y las otras dos 

3 
S A SN 
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móviles, como iguales, y la cuerda, de sección 
constante. En b) y d) los ramales verticales a 
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y los inclinados se considerarán también 
paralelos. 

339. Una cuerda pasa por tres poleas igua- 
les, las dos superiores fijas, la otra móvil. Un 
extremo de la cuerda está sujeto al punto fijo A. 
Determinar P, teniendo en cuenta los roza- 
mientos de las poleas, para levantar la carga Q. 

340. Al manubrio de una prensa de tornillo y cuña se le 
aplica una fuerza P = 10 kg. Determinar la resistencia Q que 
puede vencer la prensa, teniendo en cuenta las siguientes re- 
sistencias pasivas: 1), el rozamiento 
en la rosca del tornillo f=0,1; 2), 
el rozamiento entre las cuñas y el 
platillo de la prensa, asi como entre 
las cuñas y su apoyo sobre el bas- 
tidor f, = 0,08. Determinar el ren- 
dimiento +. Los demás datos son : 
«=0,4 m., < fB (ángulos de inclinación de la cuña) = 10*; 
a =(ángulo de inclinación de la rosca) = 5%; r =2 em. 

341. Una cuña, sobre la cual actúa 
una fuerza P, empuja una pieza interme- 
dia M (supuesta sin peso) que comprime 
otra cuña tal como se indica en la figura. 
Determinar la carga Q que podrá clevar esta 
segunda cuña, siendo 24 y 28 los ángulos 
de las cuñas, y €, 0, y e, los tres ángulos de 
rozamiento. Dibujar el poligono de fuerzas. 

342. Sobre un prisma de ancho a y altura A actúan arriba 
y abajo dos compresiones iguales Q. 1 prisma está cortado por 
uno de sus planos diagonales, Hallar el tiempo que transcurre 
hasta que las dos mitades quedan 
en la posición indicada por la 
segunda figura, siendo e y e, los 
ángulos de rozamiento entre las 4 
superficies respectivas, ¿Qué rela- 2 
ción h/a impedirá el resbalamiento, 
quedando el sistema automática- NY 
mente inmóvil? 

343. Enel mecanismo de 
cuñas representado en la figu- 
ra, las dos cuñas A y B son 
guiadas sin rozamiento, for- 
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mando las direcciones de las guías un ángulo $==7", y en la super- 
ficie de contacto de ambas se supone un coeficiente de rozamiento 
f =0,2. El ángulo de la cuña A es tgx =0,2. La cuña E se 
desplaza por efecto de la fuerza Q,, ¿cuál es el valor P, de la 
fuerza transmitida a A? Hallar las condiciones en que el meca- 
nismo, actuando la fuerza motriz por la derecha. queda automá- 
ticamente parado. Supongamos ahora que la cuña A se desplaz 
por efecto de la fuerza P, que actúa a la izquierda ; ¿cuál es el 
valor Q, de la fuerza transmitida a la cuña B? ¿Cuál es el ren- 
dimiento 7 en este caso? Dibujar el poligono de fuerzas. 

(D. Thoma, D. V. D, L, tomo 61, 1917, pág. 1011). 

344. Sobre un cabrestante trabajan cuatro hombres, cada 
uno con un esfuerzo P = 10 kg. Determinar la carga Q que 
pueden levantar, teniendo en cuenta 
el rozamiento de los gorrones del eje 
en sus cojinetes, la rigidez de la cuerda 
y las resistencias de la polea L. Hallar 
el rendimiento 7. 1.0os datos del pro- 
R 3 m. (brazos de 
20 em. (radio del tam- 
bor); d = A cm. (diámetro de la cuer- 
da); r =20 em. (radio de la polca). 
y =4 em. (radio de los gorrones); coeficiente de roza- 
miento en los cojinetes f, == 0,08. 

345. Una burra uniforme AB de longitud 1= 3 m. y de 
peso (== 400 kg., articulada en el punto fijo A, se levanta 
tirando por medio de una cuerda de su extremo 43. La cuerda, 
de 3 em. de diámetro, pasa por dos poleas 
Cy D, de radios r=10 cm., siendo los de 
sus gorrones r,=2 cm., y la distancia AC 
vs igual a 4 m. Calcular : a) para qué po- 
sición de la barra es máxima la tensión S, 
del ramal BC, y averiguar su valor. b) El 
valor de la fuerza K necesaria para elevar 
en esa posición la carga, teniendo en 
cuenta las resistencias de las poleas 
en € y D. El coeficiente de roza- 
miento de los gorrones es f, = 0,1. 

346. Sobre Jos dos manubrios 
7 de un torno actúan cuatro hom- 

bres, cada uno con un esfuerzo de 
8 kg.; la longitud de los manubrios 
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es R=0,4 m., el radio del tambor r=8 cm., el diámetro 
de la cuerda d = 2 em., y el rozamiento de los gorrones consume 
el 4 *, de la potencia total. Determinar la carga Q que puede 
elevarse con el torno. Hallar el rendimiento >. 

47. Sobre un torno, como cel de la figura del problema 
anterior, en el cual los brazos de manivela tienen una longitud 
R = 60 cm., el tambor tiene un diámetro 2r = 30 cm., y los 
gorrones un radio r, 2 cm., se arrolla una cuerda de d 
centimetros de diámetro. Esta cuerda abandona el torno ho- 
rizontalmente y pasa por una polea fija de R = 15 cm. de radio 
y fa = 2 cm. de radio de gorrones. De la polea sale en dirección 
vertical hacia abajo y de su extremo cuelga un peso Q = 50 kg. 
Se han de tener en cuenta Jos rozamientos en los gorrones (f, 
0,08) y la rigidez (€) de la cuerda, Hallar la fuerza K que ha de 
aplicarse a las manivelas para elevar Q y el rendimiento y. 

348. Un peso Q se eleva por medio de 
una cuerda de diámetro d que se arrolla sobre 
un cilindro de radio £. El cilindro se apoya en 
dos planos inclinados rugosos, cada uno de 
«llos inclinado a un ángulo « con la verti- 
cal, Determinar la fuerza Y que ha de apli- 
carse en el extremo del brazo R para levantar 
la carga. 

349. En el problema 299 supóngase G = 100 kg., y = 4! 
tao 9,2, En el punto € la cuerda de cáñamo (cuyo di 
metro es d = 2 cm.) pasa por una polea de radio R = 12 cm., 
con gorrones de radio r, == 2 cm. y el rozamiento en dichos 
gorrones es f, =0,1; determinar la fuerza K necesaria para 
elevar el peso y la fuerza K” necesaria para mantener tan sólo 
el equilibrio. 

350. Un peso Q cuelga de una cuerda per- 
fectamente flexible que se arrolla sobre una polea 
de radio r,. Sobre el gorrón rugoso de la polea se 
pasa otra cuerda que se maneja conveniente- 
miente para hacer girar la polea en el sentido 
indicado por la flecha. Determinar las tensiones 
K, y Ko, necesarias para elevar el peso Q. 

351. ¿Cómo se modifica el resultado del problema anterior 
teniendo en cuenta el rozamiento de los gorrones en sus co 
netcs? (Cocficiente de rozamiento f,). 

352. Sobre una columna fija A se oprime un rodillo E 
con una fuerza D y se hace que el rodillo vaya rodando sobre la 
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columna mediante la fuerza K. Hallar el valor del rozamiento 
de rodadura R y el de la fuerza K capaz de vencer ese rozamiento, 
obrando en el centro del rodillo. 
(P. Fúsgen, Z. V. D. L, tomo 38, 1914, págs. 39 y 358.) 
363. Una cinta de freno tiene uno de sus extremos fijo en 
el punto C y el otro se fija en el brazo corto a de una palanca 


Problema $52 Problema 353 


angular que se mueve accionando un manubrio que actúa sobre 
un engranaje de sector por medio de un tornillo sin fin. Al apli- 
car la fuerza K al manubrio, la cinta oprime la polea de radio 
R, Hallar el momento de frenado producido de este modo te- 
niendo sólo cn cuenta el rozamiento de la cinta y el del engra- 
naje de tornillo y sector. 

354. En el freno de cinta para carretones de grúa, de 
A. Bergmann, se arrollan las ruedas 1 a 4 con dos cintas de 


freno, cuyos extremos se unen a los de dos palancas ACB y 
A,C, B, de brazos iguales. Las articulaciones C y C, están unidas 
en D y D, a manivelas DO y D,0O, que pueden girar alrededor 
de las articulaciones respectivas O y O, fijas al carretón. Los 
puntos D y D, están unidos por medio de una barra s. La mani- 
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vela O, D, es una palanca angular de cuyo brazo a cuelga la 
cadena de tracción. Determinar el rozamiento total producido 
en las cuatro ruedas por la fuerza K actuando en la cadena. 
(A. Bergmann, Z. V. D. I., tomo 57, 1913, pág. 650.) 

355. Una carga Q = 3000 kg. sube, sobre ruedas, por un 
plano inclinado de 80 m. de longitud y 4 m. de desnivel. La 
cuerda tiene 2 em. de diámetro y pasa 
en A por una polea. Los demás datos 
son: diámetro de las ruedas 2R=0,5 m.; 
diámetro de sus gorrones, 2r1=5cm.; 
radio de la polea R,= 1m.; radio de 
sus gorrones r, =12 cm.; coeficiente 
de rozamiento de los gorrones f, = 0,08; coeficiente de roza- 
miento de la rodadura f¿ = 0,05 cm. Determinar la fuerza XK 
que ha de aplicarse en el extremo de la cuerda : a) para elevar 
la carga; b) para retenerla solamente. 

356. Una carga G sube, sobre rodillos, un plano inclinado 
2 = 20” sobre la horizontal, arrastrado por una cuerda de 1,5 
centímetros de diámetro 
que se arrolla al tambor 4 
de un torno (véase proble- ZA 
ma 346) sobre cuyos manu- 2 
brios actúan dos hombres 
que ejercen, cada uno, un 
esfuerzo de 10 kg. Se dan, 
además, los siguientes da- 
tos: radio de los rodillos R, = 5 em., radio del tambor del 
torno, r = 10 em., longitud de manubrios, R = 40 cm., radio 
de los gorrones del árbol r, = 2 cm., coeficiente de rozamiento 
de los gorrones /, = 0,1. Hallar el valor máximo de G. 
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357. Seconoceelc. d. g. S de una cadena pesada suspendida 
por sus extremos A y B (que no están necesariamente a la misma 
altura). Determinar el punto de intersección de las tangentes 
en A y B. 

358. Sobre una cadena colgada de sus dos puntos extremos, 
actúan fuerzas que pasan por un punto fijo O. Demostrar que 
las tensiones de la cadena en dos puntos Cualesquiera están en 
razón inversa de sus distancias al punto O (Petersen). 
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359. Un cable de longitud / está tendido, aproximadamente 
en línea recta, entre dos puntos A y B situados a distinta altura. 
Siendo G el peso y T la tensión total del cable, demostrar (sin 
utilizar la ecuación de la línea funicular) que la flecha, medida 
desde el punto medio de la cuerda, vale : 


y determinar en A y B las tracciones sobre los amarres. 

360. Un cable homogéneo de longitud 21 salva una luz que 
vale 2b entre dos puntos situados a la misma altura. Hallar el 
parámetro a de la catenaria. Aplicación numérica : 21 =120 m.; 
2b= 100 m. (H. Lamb). 

361. Hallar la máxima luz 27 que puede Salvar un cable 
uniforme de sección dada F' y material conocido. La carga ad- 
misible del material por tracción o, se ha de expresar bajo la 
condición de que Ja tensión T en los puntos de amarre no exceda 
del peso de cierta longitud A del cable, esto es T ="-0,=q2 
siendo dado 2. Representa q en este problema y en los siguientes 

el peso del cable por unidad de 
A Ag longitud. Aplicación numérica para 
F =1 cm? o, = 1500 kg./cm?; 
q =- 0,78 kg./(m. (H. Lamb). 
£ 362. Un cable uniforme AC 
de longitud 1 está amarrado en 
Cc el punto A y descansa parcial 
mente sobre un plano inclinado. 
Determinar la longitud BC =l, conociendo los ángulos a 
y É£ (Walton). 

363, Un hilo pesado y uniforme está fijado en dos puntos 
situados a la misma altura. Las tensiones en estos puntos son 
iguales al peso del hilo. Determinar la inclinación p sobre la 
horizontal de las tangentes en dichos puntos y hallar la relación 
entre la longitud del hilo y la luz que 
salva (Walton). 

364. Una cadena uniforme ABC de 
longitud 21 está suspendida entre dos pun- 
tos A y C situados a igual altura, con 
una flecha h. Se eleva el punto medio B 
de la cadena hasta el punto D. ¿Cómo cam- 
biarán la dirección y la magnitud de las tensiones en A y € 
y cuál será su valor después de la elevación? 
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365. Una cadena uniforme está amarrada por sus extremos 
a una barra lisa AB = 2b. Se hace ahora que un eslabón € se 
introduzca en la barra (punto C'). ¿Qué a 
forma tomarán los dos trozos de cadena, 

= 
siendo dadas las longitudes 4C= 21, 
y ÉC=212 

366. lina cadena uniforme AB de longitud 1 y peso G 
está suspendida por uno de sus extremos B. El otro extre- 
mo A se levanta a la altura conveniente para que en B re. 
sulte una tracción horizontal de un valor dado H. Determi- 
nar la altura > sobre B y la distancia horizontal £ de Ba A. 

367. Una cadena uniforme cuya forma es la indicada en la 
figura, está en equilibrio. Se da AB =2b. La 
tracción horizontal es H =2q1 siendo 21 la 
longitud desconocida de la cadena entre A y B 
y 2ql su peso. ¿Qué longitud hi deberán tener 
los ramales que cuelgan? (Walton). 

368. Una cadena uniforme, de 
longitud 1, tiene un trozo CD=x 
descansando sobre una mesa hori- 
zontal rugosa (coeficiente de roza- 
miento f). ¿Qué longitud (z) deberá 
tener el trozo que cuelga, para que 
haya equilibrio? 

369. Los trozos extremos 
de una cadena uniforme des- 
cansan sobre dos planos hori- 
zontales rugosos (coeficiente de 
rozamiento /) cuya distancia 
vertical es 5, Demostrar que, 
en la posición de equilibrio, 
se verifica la relación : 


r—u =b/f. 


370. Una cadena uniforme, que pe- 4 
sa q por unidad de longitud, está sujeta 
por uno de sus extremos al punto A y le 
la cadena pasa por un anillo liso que 
puede fijarse en cualquier punto de la 
harra horizontal AB. Finalmente, del otro extremo C de la 
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cadena cuelga el peso Q. Hallar el lugar geométrico de los 

puntos € ¿peña todas las posiciones de equilibrio posibles. 

*371. Una cadena uniforme de longitud 1 está colgada de 

los puntos A y B situados a nivel y su flecha CD es igual a Rh. 

p Variando la luz AB=b en 

Ñ / la cantidad 0» demostrar que 

4 el vértice C de la distancia 
sube o baja la altura. 


__heosy 
cia o? 
siendo y la inclinación de la 
»  catenaria sobre la horizontal 
' en el punto A (o B). De- 
mostrar, además, que el parámetro a de la catenaria aumenta 
(o disminuye, según el caso), en la magnitud 
=i_ <BR 
da=3 5=T0p0? 
variando en igual sentido, por tanto, Ja tracción horizontal en 
dH =q0a. 
*372. Demostrar que, en el problema precedente, el c. d. g. 
de la cadena sube o baja una altura que vale 


ictg yd». (H. Lamb). 


*373. Unacadena uniforme A B 
de longitud ! y peso G cuelga entre 
dos puntos a nivel y en su vér- 
tice C lleva suspendido un peso G”. 
Siendo h la flecha, demostrar que 
la tracción total T en los puntos 
de amarre, vale : 


6 ps , 
A T=36+;3 + AC +3 5 A € 
x y que nd determinarse la fle- 
7 E cha h conociendo, además de 1, G, G* 


) ) la luz AB =2b (H. Lamb). 

4 *374. ¿Cómo ha de variar el peso q por unidad 
de longitud de una cadena para que la línea funi- 
cular sea una semicircunferencia? ¿Cuál es la ten- 
sión en un punto cualquiera M? (Juan Bernoulli). 
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*375. Una cadena pesada, de sección variable, salva la 
luz horizontal 2b entre los puntos 4 y B. La sección es propor- 
cional al coseno de la inclinación y de la cadena sobre la hori- 
zontal. ¿Quéforma toma la cadena siendo h su flecha? (Santiago 
y Juan Bernoulli). 

*376. La cadena, sin peso, AB, 
salva la luz 2b entre los puntos A 
y B. La carga q que actúa por uni- 
dad de longitud horizontal es va- 
riable. Si la cadena toma la forma 
y=kh cos FE» ¿cuál es la ley de dis- 
tribución de la carga 9? 

*377. Una cadena AB, sin peso, 
sulva la luz horizontal 25 entre los 
puntos A y B. Sobre ella actúan las 
cargas uniformes: q, por unidad de 
longitud horizontal en el tramo b, y 9, 
en el tramo b, siendo b, < ba. La fe- 
cha A,, es conocida. l)eterminar la trac- 
ción horizontal que sufre la cadena. 

*378. Una cadena, sin peso, sus- 
pendida entre los puntos 4 y B 
sostiene una viga horizontal cargada 
uniformemente a razón de q por uni- 
dad de longitud y, además, de un 
punto cualquiera € cuelga el peso Q. 
La flecha en el punto C es conocida y vale h. Determinar el 
valor de la tracción horizontal H que sufre la cadena. 

*379. Considérese, en el problema anterior, AD = 2 como 
variable. Se da como conocida la flecha correspondiente al 
punto medio de la luz. Determinar el punto más bajo ymax. 
por su posición y hallar la tracción total en el punto A. 
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Aplicar este principio a la resolución de los 5 
siguientes problemas de equilibrio. 

*380. Un punto material de peso G puede 
moverse sobre una circunferencia vertical, de A 
diámetro AB = 2a, perfectamente lisa, y está 
sometido a la acción de una fuerza K que tiende 6 
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a dirigirlo hacia el punto A (se puede materializar el caso 
imaginando un hilo que pasara por una pequeña polea lisa 
situada en A y del que colgara un peso igual a K). Hallar 
las posiciones de equilibrio. 

*381. Jos pesos desiguales P y Q 
cuelgan de los extremos de un hilo que 
pasa en O por una polea. P cuelga libre- 
mente y Q puede deslizarse a lo largo de un 
plano inclinado liso cuyo ángulo con la ver- 
tical es «. Determinar la distancia s de 4 
correspondiente a la posición de equilibrio. 

*382. Sobre una parábola y? =2px de 
eje vertical se coloca un hilo que lleva en sus 
extremos dos pesos 1? y Q. P está a la profun- 
didad a respecto al vértice. Hallar la orde- 
nada + de Q, en la posición de equilibrio. 

*383. Dos puntos materiales, de pe- 
sos P y Q, que pueden resbalar a lo largo 

l de una parábola de eje vertical, están unidos 
PS entre sí por un cordón inextensible que pasa 
por el foco F de la parábola. Hallar la po- 
sición de cquilíbrio. 

*384. Dos puntos materiales de pesos /? 
y Q que pueden deslizarse a lo largo de 
una elipse, están unidos entre sí por un 
hilo ínextensíble que pasa por los focos F, y F,. El plano 
de la elipse es vertical y el eje mayor horizonial. Determinar 
la relación entre los ángulos y, y p, cuando los puntos están 
en equilibrio. 

*385. n hilo inextensible tiene sus extremos sujetos «a 
los puntos A y D, pasa por dos poleas s B y C (véanse las 

distancias en la figura) y Hleva 
.D colgados tres pesos P, Q, P, 
por medio de anillos perfecta 
mente lisos. Determinar, en 
la posición de equilibrio, la re- 
lación entre los ángulos y y y. 

*386. Una varilla OB = b que puede girar 
alrededor de uno de sus extremos 0, lleva en 
el otro un peso G. La varilla está sostenida 
en Á por ua hilo elástico que se apoya contra el 


P 
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borde de un sector cireular de radio DA = a. Hallar el ángulo a 
correspondiente al equilibrio. La tensión del hilo es proporcio- 
nal a su longitud e igual a k para la unidad de longitud (Euler). 

*387. Una barra OB= b que puede girar 
alrededor de uno de sus extremos O, está cargada 
en A con el peso G. Al otro extremo se fija un 
hilo inextensible que pasa en C por una pequeña 
polea y de cuya extremidad cuelga un peso Q. Se 
tiene OA = «a, ÓC=b. Hallar el ángulo p de 
equilibrio. (Respecto a la estabilidad véase pro- 
blema 826.) 

*388, Una barra pesada, uniforme, de lon- 
gitud AB= 21 se apoya en A sobre una pared 
vertical lisa y su extremo B está sostenido por un 
hilo sujeto en el punto C. Hallar la relación entre 
los ángulos p y y para la posición de equilibrio 
(Saint-Germain). 

*389. Un toldo AC. de peso G, que puede 
girar alrededor del eje horizontal A, está articu- 
lado a la pared por dos barras iguales BD y CD. 
Se tiene AB=AC=a. En un punto cual- 
quiera M de la barra CD ha de actuar la fuer- 
za NX necesaria para abrir el toldo. Determinar 
el valor mínimo de esa fuerza y su dirección. 
*390. Demostrar que, en la balanza de 

Roberval representada en la figura, 


£  Pa= Qb, independientemento de la 

posición de los puntos de suspensión 

% e. de los pesos. O y 0, son articulaciones 
fijas; OA =a, OB=b. 

*391. Una barra AB, de peso G, se apoya 
en el suelo y en una pared vertical, ambos perfec- 
tamente lisos. El extremo A 
es retenido, además, por una % 
cuerda que pasa por una 
polea y lleva colgado un 
peso Q. Hallar el ángulo de equilibrio p 
y las presiones en A y B. 

392. Una barra uniforme AB = 21 se 4 
apoya por A en una pared vertical y por B 


dl Resultantes y equilibrio de las fuerzas 


cu un cilindro de generatrices normales al papel, ambos per- 
fectamente lisos. Hallar la curva directriz BC del cilindro para 
que la barra esté en equilibrio en cualquier posición. 

393. Sobre los lados de un ángulo recto resbalan dos de 

¿ tos vértices de una placa triangular ABC. 

A £ uniforme y de pequeño espesor. Determi- 

nar el tercer vértice € con la condición 

de que la placa ABC esté en equilibrio 

cualquiera que sea el desplazamiento 
finito que efectúe. 

*394. Un triángulo pesado, unifor- 
me, se apoya en un semicilindro hueco 
de diámetro d en la forma »indicada 
en la figura. Hallar la relación entre 
las ángulos y y 2 para la posición de equilibrio y las pre- 
siones en 1 By €. El 

*395. Dos barras pesadas DA y AC, de las cuales la AC 
tiene longitud y peso doble que la otra, están articuladas 
en el punto A. La barra OA = F puede girar 
alrededor de O, la AC se apoya en el borde 
B. siendo OB =a horizontal. Hallar el án- 
gulo q: de equilibrio. pa, 
-_*396. Dos barras iguales VA y 
OB tienen en O una articulación libre, 
sus extremos A y B están enlazados 
con tirantes de longitud ba una ar- 
ticulación fija O, y. además, unidos 
por una cuerda AB. 

Determinar la tensión S de la 
cuerda cuando la fuerza K actúa, hacia 
la izquierda, sobre la articulación 0. 
E *397, Dos varillas AC= BC = l, sin 
peso y articuladas en C, están cargadas 
con el peso Q. Sus extremidades A y B 
están enlazadas con una cinta elástica cuya 
longitud natural (sin tensión) es 1, y cuyo 
alargamiento es proporcional a la longitud. 
Determinar el valor de Q para que, en la posición de equilibrio, 
el ángulo ACB sea recto. 

*398. Tres barras de igual material e idéntica sección están 
articuladas entre sí. Los extremos A y B están en una horizon- 
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tal. Las longitudes de las barras y del segmento AB están in- 
dicadas en la figura. Hallar la relación que debe existir entre 
los ángulos a, $ y y, en la posición de equilibrio. 


A _—"==3 2 


Problema 398 Problema 399 


*399, Tres varillas sin peso a, by c están articuladas 
entre sí en los puntos A y B; en C se apoyan al tope. De B 
Cuelga un peso G. Hallar la compresión D en la barra AC. 

*400. Cinco varillas de igual longitud 
y peso están articuladas entre sí. Dos de 
las articulaciones pueden resbalar sobre 
una recta perfectamente lisa. Determinar la dl 
relación entre los ángulos « y $ cuando las 
cinco varillas están en equilibrio (Walton). 

*401. Cuatro varillas de igual longitud a están R 
articuladas entre si; las articulaciones se unen 
con hilos elásticos que en el estado inicial (sin 
tensión), tienen una longitud a; su tensión se 
supone proporcional a la longitud. Finalmente, A 
en dos articulaciones opuestas actúan dos fuer- 
zas iguales y contrarias K. Determinar el ángulo p A 
de equilibrio. 

*402. Dos barras de igual longitud y 
peso, articuladas entre sí, se apoyan sobre 
la pared vertical en la articulación C y 
sobre el suelo liso con simple apoyo. Hallar 
la fuerza horizontal K que ha de actuar 
en. Á para que haya equilibrio. 

*403. Una placa de peso Q está soste- 
nida sobre una tijera plegable de peso G 
compuesta de cuatro varillas de igual lon- 
gitud a. Determinar las fuerzas K que ha- 
brán de aplicarse a la tijera para que haya 
equilibrio, teniendo en cuenta los rozamien- 
tos con la placa y con el suelo (coeficientes 
de rozamiento respectivos f y f,). 
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*404. Determinar la relación entre la fuerza K y la carga Q 
en la prensa sencilla de palanca acodada representada en la 
figura. 

*405, Resolver el mismo problema en la prensa doble de 
palanca acodada representada en la figura. 


Problema 405 Problema 406 


*406. Determinar la relación entre la fuerza K y la carga Q 
en función de los tres ángulos a, f y y en la prensa para algodón 
de Baldwin, cuyo esquema se indica en la figura. 

*407. En el interruptor de pro- 
'0 tección para el arranque automático 
de los motores eléctricos se emplea 
el juego de rodillos representado en 
la figura. Bajo la acción de una 
fuerza magnética Z que actúa en A, 
el punto D hace contacto con E y 
pasa la corriente. Siendo OA = AB. 
CD=3BC y el ángulo OAB=2f8 
en la posición de contacto, determinar la 
presión D en E. 
(4. Cruse. Z. V.D, L, t. 57, 1913, pág. 743.) 

*408. Un azud (o cierre) plegable, tiene 
la forma de un paralelogramo doble que 
puede girar alrededor de los puntos A,, 
B,, C, y que se sube y baja con ayuda del 
cable BD. Las barras AA,, BB,, CC,, tienen 
un peso G y la pasarela horizontal AC sostiene la carga verti- 
cal Q. Hallar, en la posición de equilibrio, la tensión S del 
cable siendo conocidos los ángulos a y $. 
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409. Determinar la relación entre la fuerza K y la po- 
tencia Q en el tornillo diferencial representado en la figu- 
ra. Res la longitud de la mani- : 
vela; h y h, los pasos de las dos 
roscas que lleva el mismo husi- 
Mo. (Se prescindirá de los razo- 
namientos.) 

*410. Enla prensa de rodilla de Marsth 
se produce en la placa AB una presión Q 
haciendo girar un volante de mano de 
radio R unida a un husillo roscado; los 
puntos O y O, son fijos y el movimiento 
del mecanismo produce la presión Q. Ha- 
Mar la fuerza K que ha de aplicarse al 
volante, teniendo en cuenta los rozamien- 
tos de los tornillos en sus tuercas. 

*411. Demostrar, sirviéndose de la condición 97 = 0, que 
la forma de equilibrio de un cable pesado tendido entre dos 
puntos fijos es la catenaria ordinaria, La condición dy = 0 ex- 
presa que el c. d. g. ocupa la posición más baja (o alta) posible 
en comparación con otras posiciones posibles de equilibrio, o 
también que la energía potencial para la posición de equilibrio 
es mínima o máxima. 
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19. Movimiento rectilíneo del punto 


Como, tratándose del punto, los problemas de cinemática y de: diná- 
mica son iguales en lo esencial, puesto que sólo se diferencian en el facLor 
masa, en este púrrafo daremos problemas que se refieren indistintamente 
a ambas partes de la Mecánica. Para los problemas puramente dinámicos, 
véase el párrato 82. 

412. Dos puntos se mueven sobre una recta, con velocida- 
des C,, c, constantes y en la misma dirección. Conociendo su 
distancia a al empezar el movimiento, hallar el tiempo T que 
transcurrirá hasta su encuentro y los caminos recorridos 2,, %y. 
[Resolverlo también gráficamente con ayuda del diagrama es- 
pacios- tiempos para ambos movimientos.] 

*413. Un barco se acerca a un puerto con la velocidad 
constante u y otro barco se aleja del mismo puerto con la ve- 
locidad, también constante, v. Las trayectorias de ambos bar- 
cos son rectilineas y forman entre si el ángulo «. Demostrar 
que en el instante correspondiente a la mínima distancia entre 
los barcos, sus distancias al puerto son entre sí como: 


(0 + 1005 2) =u + y cos a) (H. Lamb). 


414, Un punto pesado cae verticalmente sin velocidad 
inicial. Otro punto situado a una altura a debajo del primero 
es lanzado verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial 
04. Hallar el tiempo T que tardarán en encontrarse y' la dis- 
tancia x del punto de encuentro al de partida del punto superior. 

415. El ruido del choque de una piedra que cae a un pozo, 
sin velocidad inicial, se oye al caho de 1 segundos. Hallar la 
profundidad = del pozo, sabiendo que la velocidad del sonido 
es c m. por s. y prescindiendo de la resistencia del aire. 

416. Un punto tiene una velocidad inicial 1, y una acelera- 
ción negativa constante to, ; al cabo de ¿, segundos cesa esa ace- 
leración para aparecer -otra vez al cabo de f¿ segundos con el 
valor t0y. Determinar el recorrido que efectúa el punto hasta 
que invierte su marcha y hallar la velocidad o, con que llega a 
su posición inicial. Dibujar el diagrama de velocidades y tiempos. 
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417. El vástago de una válvula de distribución recibe del 
mecanismo una aceleración negativa constante de 120 m/s?. 
Determinar al cabo de cuánto tiempo f la válvula queda en 
reposo sabiendo que su velocidad inicial us 2,88 m/s y el reco- 
rrido correspondiente s. 

418. Una locomotora marcha a una velocidad », = 15 m/s. 
Sobre un trayecto s = 34 m. se da contravapor, con lo que la 
velocidad decrece uniformemente hasta el valor »,= 5 m/s. 
Hallar durante cuánto tiempo se dió contravapor, y el valor de 
la aceleración negativa correspondiente. ¿Qué aspecto tiene el 
diagrama de velocidades y tiempos? 

419. Determinar la velocidad que llevaba un vagón que, 
sometido a una aceleración negativa de 0,3 m/s?, siguió aún ro- 
dando 12 m, ¿Cuánto tiempo transcurrió hasta que el vagón 
quedó en reposo? ¿Qué aspecto tiene el diagrama espacios- 
tiempos? 

420. Una locomotora debe comunicar a un tren de 80 t. de 
peso en un minuto una velocidad de 12 m/s. La resistencia del 
tren es igual a 1/200 de su peso. Determinar el esfuerzo medio 
de tracción que ha de desarrollar la locomotora. 

421. De dos válvulas que inicialmente tienen una velocidad 
nula, una recibe una aceleración constante 1, la otra una acele- 
ración decreciente w,— kl, en la que k es una constante y £ la 
variable tiempo. Hallar, para un intervalo de tiempo (1) deter- 
minado, de qué cantidad el camino recorrido por la segunda 
válvula es menor que el correspondiente a la primera. 

422, Dos puntos con velocidades iniciales »,, v, y acelera- 
ciones constantes 1w,, t0, recorren una recta en la misma direc= 
ción. Sus posiciones ini s distan a entre sí. ¿Al cabo de qué 
tiempo T se encontrarán los puntos? 

423. Un punto material es lanzado en el vacío con la ve- 
locidad inicial p, verticalmente hacia arriba; al cabo de f se- 
gundos, y desde la misma posición, se lanza un segundo punto 
también verticalmente y hacia arriba. Determinar al cabo de 
cuánto tiempo, contado desde la salida del segundo punto, se 
encuentran ambos puntos. 

424. Dos puntos comienzan simultáncamente su movi- 
miento, recorren la misma trayectoria y quedan en reposo en 
el mismo instante. Uno de los puntos comienza su movimiento 
con la velocidad e y está sometido a una aceleración negativa 
1,. El otro comienza con velocidad inicial nula, al principio está 
sometido a la aceleración 1, hasta que su velocidad llega a ser e ; 
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entonces recibe una aceleración negativa w hasta que llega al 
reposo. leterminar el tiempo 7 que transcurre hasta que ambos 
puntos llegan al reposo. ¿Cuánto vale su recorrido común s? 
Hallar, además, el tiempo t que transcurre hasta que se inicia 
ta aceleración to y el valor de la misma. Dibujar el diagrama de 
velocidades y tiempos. 

425, Tres móviles A, B y € recorren una recta partiendo 
del mismo punto y con la misma velocidad y, = 246 m/s. Pri- 
meramente empieza su movimiento el A y está sometido a una 
aceleración negativa w = 10 m/s?. Transcurridos T,=>5s.em- 
pieza B su movimiento, el cual es uniforme. Finalmente, trans- 
curridos otros 7, = 3 s., empieza el suyo C que sufre una ace- 
leración 1, =4 m/s?, Determinar el tiempo ( que transcurre 
hasta que las distancias AB y BC son iguales y hallar cuál 
es entonces su valor, 

426. Dos puntos inician simultáneamente su movimiento 
sobre la misma recta. El primer punto no tiene velocidad inicial, 
pero está sometido durante 3 s. a una aceleración de 1 m/s?, 
la cual cesa después para volver a restablecerse al comenzar 
el 9,* segundo. El segundo punto posee una velocidad inicial, 
de 8 m/s y una aceleración negativa de 0,5 m/s? que dura 5 se- 
gundos, cesa después y vuelve a aparecer al iniciarse el 10, 
segundo. Determinar el tiempo f, contado a partir del principio 
del movimiento, que transcurre hasta que ambos puntos tienen 
la misma velocidad, calcular ésta y dibujar el diagrama de ve- 
locidades y tiempos. 

*427. En un movimiento armónico simple x, es el des- 
plazamiento inicial y v, la velocidad inicial; demostrar que el 
desplazamiento máximo o amplitud es: 


VETA 
y la fase inicial 
— arctg 0/x xy 


siendo x? la constante de la ley de oscilación. 

*428. Un punto material está sometido a la atracción de 
dos centros que distan entre sí 26; la aceleración viene dada 
por k/r* (r = distancia). Determinar el movimiento del punto sa- 
biendo que parte del reposo estando situado a igual distancia u 
(a > b) de ambos centros. Demostrar quela velocidad máxima es: 
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*429. Dos puntos materiales de igual masa son atraidos por 
un centro con la aceleración w = kx”"; uno de los puntos em- 
pieza su movimiento en q = ee, el otro en x= a; ambos con 
y =0. Cuando el primer punto llega a x= a, el segundo llega 
a xr =ajá4 y ambos poseen la misma velocidad. Determinar el 
valor de n (Walton). 

*430. La aceleración de un punto es (9 == 
y a constantes y s el camino recorrido. Ixpresar el espacio 
y la aceleración en función de la velocidad v. En el instante 
inicial s == 0,» =0. 

*431. Un punto material m es atraido por otro punto ma- 
terial fijo m, con una fuerza directamente proporcional a las 
masas m, m,, e inversamente proporcional al cubo de las dis- 
tancias. La constante de atracción es k. Determinar el tiempo 
que invierte el primer punto en llegar al segundo, siendo a la 
separación inicial sabiendo que la velocidad de partida es nula 
(Walton). 

*432, 1l esfuerzo de tracción k de una locomotora está 
enlazado con la velocidad, según la ecuación 


K=a—bu 


k 


siendo k 


siendo « y b constantes. Hallar la ecuación del movimiento 
x= x(1) y expresar el esfuerzo de tracción en función del tiempo, 
sabiendo que en el instante inicial, esto es, para / =0, K = Ko. 
Pp = dy, €s decir, que son conocidos el esfuerzo de tracción y la 
velocidad iniciales. 

*433. Demostrar que cuando el punto M del problema 16 
se desplaza desde el centro A del cuadrado hasta M, efectúa 


en la dirección AM vibraciones armónicas simples cuyo periodo es: 


*434. Un punto materia) de masa sm está situado a la mitad 
de distancia entre dos puntos materiales de masa m,, distantes 
2a entre sí, que le atraen con arreglo a la ley de Newton. El 
punto m es lanzado, con una velocidad inicial vy, hacia uno de 
tos puntos im,. Determinar su velocidad » cuando esté a la dis- 
tancia a/2 de dicho punto 

*435. Entre dos puntos 0,. 0, lijos, a la distancia a entre 
sí hay un punto móvil a igual distancia de ambos que inicial- 
mente está en reposo. e punto es atraido por Q,, O, propor- 
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cionalmente a las distancias respectivas; k,, k, son las 
atracciones respectivas a la unidad de distancia. Hallar la 
relación Ko/k,, suponiendo que el punto efectúa su inver- 
sión de movimiento en 0,. 

*436. Una recta y se traslada parale- 
Y lamente a sí misma con una velocidad » y 
una aceleración w. En su movimiento torta 
una recta fija h con la que forma el ángulo a 
en un punto variable M, Hallar la veloci- 
” A Yado, y aceleración to, de este punto sobre 
VA la recta y y la velocidad v, y aceleración 10, 

del mismo sobre la recta h. 

*437, Un punto M recorre una recta con una velocidad » 
y una aceleración w y está enlazado por un hilo de longitud / 
que pasa por un anillo O con otro pun- 
to M, que recorre una recta paralela a 
la primera. Hallar la velocidad v, y la 
aceleración w, del punto M,. (Véase 
problema 586). 

*438. Una recta y gira alrededor de 
uno de sus puntos ( con velocidad an- 
gular cv constante y corta otra recta fija h 
en un punto variable M. Se pide : a) ex= 
presar la velocidad o, y aceleración 1, 
del punto w sobre h en función del camino 
s¡=M¿M ; b) expresar la velocidad py 
y aceleración tw, del punto M sobre g en función del camino 
s¿ = OM. (Véase problema 587). 

*439. Una recta y gira alrededor de 
un punto exterior O, que dista de ella e, 
con velocidad angular constante 0, y 
corta otra recta fija h en el punto va- 
riable M. Se pide: a) la velocidad v, y 
la aceleración to, del punto M sobre la 
recta tija; b) la velocidad 1 y acele- 
ración 10, del punto M sobre la recta 
móvil. Todo ello en función del ángulo 
de giro p, de la distancia a del punto a h y de la velocidad 


angular «. (Véase problema 588). £ 
*440. Dos puertas OB y 0,C de PH" 
igual anchura b giran alrededor de dos q 
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ejes verticales que distan a entre si. Una de las puertas, la 0,C, 
resbala en € contra la otra O B que tiene un movimiento de rota- 
ción alrededor de su eje con una velocidad angular constante «. 
Determinar la velocidad » con la que € resbala sobre OB en 
función de OC = zx. ¿Cuánto vale » cuando € 
llega al punto B? 

*441, Una circunferencia gira alrededor 
de uno de sus puntos O con velocidad an- 
gular constante w. En su movimiento corta 
a una recta fija h que pasa por O, en un punto 
variable M. Determinar el movimiento de M sobre Rh o sea la 


velocidad y y la aceleración to en función de OM =s. 


20. Diagramas cinemáticos 


*442. El diagrama caminos-tiempos de un punto es el tra- 
pecio representado en la figura. Dibujar el diagrama velocidades- 
tiempos del mismo punto. 


. w 

LAN sl 
E NC 3 TS 
Problema 442 Problema 449 


*443. La curva velocidades-tiempos de un punto es el tra- 
pecio representado en la figura. Trazar los diagramas caminos- 
tiempos y aceleraciones-tiempos. 

*444, La línea velocidades-tiempos 
de un punto es la semielipse represen- 
tada en la figura. ¿Qué velocidad c deberá 
tener el punto para recorrer el mismo 
camino en el mismo tiempo f,, con mo- 
vimiento uniforme? 

*445. La curva caminos-tiempos de 
un punto es el cuarto de elipse repre- 
sentado en la figura. Determinar los E 
diagramas velocidades-tiempos y acele- 
raciones-tiempos del mismo punto. ¿A qué instantes corres- 
ponden las aceleraciones máxima y minima del movimiento y 
cuáles son sus valores? 


» 
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*446. El diagrama velocidades- 
tiempos de un punto es la parábola re- 
presentada en la figura, Determinar los 
diagramas aceleraciones-tiempos y reco- 
rridos-tiempos del mismo movimiento. * 

447. El diagrama velocidades-tiempos de 
un punto es el cuadrante de circunferencia re- 
presentado en la figura. Otro punto que se mueve 
sobre la misma recta del primero, pero con mo- 
vimiento uniformemente acelerado y que parte en el mismo 
instante y desde la misma posición inicial con una velocidad 
Dy = D,/2, alcanza a dicho primer punto al cabo del tiempo /,. 
Hallar la aceleración w del segundo punto. 

448. La figura adjunta representa los diagramas veloci- 
dades-tiempos de dos puntos que recorren la misma recta. Se 
tiene : 1, =13/451¿=31,/4;T,=4/3; 
T¿=213/3; V¿>09; 0,=209/3; V=Vg/3. 
Calcular o deducir por el diagrama 
espacios-tiempos, el tiempo / al cabo 
del cual se encuentran los puntos 
sabiendo que ambos comienzan su mo- 
vimiento partiendo del mismo punto. 

449. La figura adjunta repre- 
senta los diagramas velocidades-tiempos de 
dos puntos que se mueven sobre la misma recta 
y que parten de una misma posición inicial. 
Se conocen los tiempos l, y ta. ¿Al cabo de 
cuánto tiempo se encontrarán los puntos? 

450. Dos puntos comienzan simultánca- 
z mente su movimiento rectilineo partiendo de 
la misma posición inicial. El diagrama veloci- 
dades-tiempos de uno de los movimientos es una 
recta ; el del otro es un cuarto de circunferencia. 
Se pide: a) determinar la aceleración del segundo 
movimiento en función del tiempo; b) calcular la aceleración 
del primer movimiento sabiendo que el primer punto alcanza 

al segundo en el instante en que éste queda en 

E reposo; c) calcular el tiempo que transcurre 

hasta que ambos puntos tengan igual velocidad. 
[ea 451. Vos puntos comienzan simultánea- 
mente su movimiento rectilineo, partiendo de 
ta la misma posición inicial. Las curvas veloci- 


puta 
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dades-tiempos son dos cuartos de círculo iguales en la posición 
que indica la figura. Se pide hallar: a) el tiempo que transcurre 
hasta que ambos puntos alcancen la misma aceleración (en valor 
absoluto) determinando su valor ; 5) el tiempo que transcurre y 
el camino que ambos recorren hasta que vuelven a encontrarse. 

452. Hallar, para el movimiento del punto 7, en el problema 
anterior, la aceleración y la velocidad en función del tiempo. 


21. Movimiento curvilíneo del punto 


463. Desde el punto A se lanza al vacío un móvil pesado 
que alcanza al punto B, situado en la misma horizontal, trans- 
currido un tiempo ¿,. Desde el mismo punto A se lanza otro 
móvil, con doble inclinación, que llega a B después de un tiempo 
£,. Averiguar la distancia x entre A y B. 

454. Desde el punto O y con una inclinación x se lanza un 
móvil pesado que pasa por un punto A tal, que a él llegaria 
otro móvil que recorriese la recta OA con velocidad uniforme 


e igual a la inicial del primer punto, al 4 
cabo de r segundos. Averiguar el tiempo T 
que tarda el primer punto en recorrer su 
trayectoria (Walton). o 

465. Dos puntos pesados se lanzan desde la misma posición 
y en el mismo instante con velocidades c,, cy e inclinaciones o, 
y %,. Hallar el intervalo T de tiempo que transcurre entre el 
paso de ambos por el punto de intersección de sus trayectorias. 

*456. Un punto pesado se lanza desde O con velocidad dada. 
(Véase figura del problema 454). Por O pasa un plano inclinado 
B sobre la horizontal. Determinar el punto A de paso del móvil 
por ese plano y el tiempo transcurrido. Determinar el ángulo 
«a, de lanzamiento bajo la condición de que la distancia OA sea 
máxima. 

46%. Con tos datos del problema anterior, determinar el 
ángulo de lanzamiento a, para que el móvil incida normalmente 
sobre el plano inclinado y la distancia a O del punto corres- 
pondiente. 

458. Delo alto de una torre se arrojan dos puntos pesados 
con la misma velocidad v, € inclinaciones distintas a,, dy. Se 
observa que ambos puntos caen en un mismo punto del suelo. 
Averiguar la altura H de la torre. 

469. Se lanza oblicuamente un punto pesado (figura del 
problema 454). De la velocidad inicial se conoce la componente r 
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normal a la cuerda 04 de la parábola. De- 

terminar en el punto A la componente de la 

velocidad perpendicular a OA (Walton) 

*460. Determinar el ángulo bajo el cual 

A debe lanzarse al vacío, desde el punto O, 
y 


un móvil pesado para que alcance la recta y 


do en el menor tiempo posible. 
A Lg 461. En un cierto instante se lanza 
al vacío desde el punto A un móvil con 
la velocidad inicial ny y ángulo de incli- 


nación x.7 segundos después cae desde B 
otro móvil sin velocidad inicial. Am*os móviles se encuentran 
en M. Averiguar las coordenadas (1, y) de este punto. 

462. Dos móviles comienzan simultánea- 
mente sus movimientos partiendo del punto A 
con velocidad »7. Uino de los puntos recorre 
el diámetro AB de la circunferencia con mo- 

> vimiento uniformemente retardado (acelera- 

ción —w,); el otro recorre el semiperímetro 

de la circunferencia con una aceleración tangencial uniforme t,. 

Ambos puntos llegan a B en el mismo instante. Determinar : 

a) el tiempo (, de ambos recorridos ; b) la aceleración W, ; c) la 

aceleración total ww, del segundo móvil en el punto B y el án- 
gulo q, que forma con la velocidad », en el mismo punto. 

463. Dos móviles recorren una circunfe- 


iy rencia, en sentidos opuestos, partiendo del 
mismo punto Á y con la misma velocidad 
A inicial »y. El movimiento de uno de los puntos 
es uniformemente acelerado (1), el del otro uni- 

M 


formemente retardado (—w,). Ambos puntos 
se encuentran en el 4, precisamente donde el 
segundo punto invierte el sentido de su movimiento, Determi- 
nar el valor de la aceleración w, y el ángulo que forman entre sí 

las aceleraciones totales de ambos móviles en el punto M. 
464, El mismo problema, pero dando Ja aceleración w, (cons- 
ante). Determinar el tiempo £ que transcurre hasta el encuentro 
A de ambos móviles y el ángulo que 
entre si forman en ese punto sus ace- 

Yo leraciones totales. 

a 465. Un móvil lanzado vertical- 
mente desde A hacia C, con la velo- 
CATA cidad inicial 1 es repelido por el 


» 
A 18 
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punto fijo C, con una fuerza proporcional a la distancia y 
atraído por el C, con una fuerza también proporcional a la 
distancia. Se tiene AC, = «a perpendicular a C,C;. La tra- 
yectoria del móvil ha de pasar por el punto medio H de este 
segmento. Determinar la velocidad inicial 4), suponiendo que 
la atracción y repulsión a la unidad de distancia vale k. 
*466. Jl punto M describe la espiral logaritmica r = cr, 
el radio vector » gira con velocidad angular 
constante «w alrededor del polo O. P es la 
proyección del punto M de la curva sobre el 
eje polar Ox, Demostrar que la abscisa x del 
punto P, su velocidad », y su aceleración w, 
están enlazadas por una ecuación lineal. 


*467. Un punto M se mueve con h di 
velocidad constante £ sobre la catenaria a 
O Eos7 Hallar la ace- 
leración w, del moviniento proyectado so- 2 


bre el eje vertical en función de Y 

*468. Los mismos datos del problema anterior. Hallar la 
aceleración w del punto M (véase figura del problema anterior) 
en función de x e y y la dirección de la misma. 


Y 
*469. Un punto M describe una semicir- * 
cunferencia, El movimiento proyectado sobre 
el diámetro es uniforme de velocidad c. Hallar 4 8 


la velocidad y la aceleración de M en función 
del ángulo y determinar la dirección de su aceleración total. 

*470. Un punto describe una elipse E+ E ==1 con una 
aceleración cuya dirección es la negativa del eje Oy. La posición 
inicial del punto es z =0, y = 5, la velocidad inicial v,. Deter- 
minar el valor de la aceleración en cada punto de la trayectoria 
(Newton, « Principia »). 

*471. Un punto, inicialmente en reposo, en el lugar de 
£oordenadas x= a; y = b, describe la parábola y? == 5x/a; de 
su aceleración tw se da la componente 1, =— y, siendo k una 
constante. Jeterminar: y, y, la velocidad y en función de 1 y 
la otra componente 1, de la aceleración en función de x. Deter- 
minar la siguiente posición de reposo y cómo se mueve el punto 
entre las dos posiciones. ¿Qué tiempo T tarda el punto en ir de 
una a otra posición? 

472. Un punto cuya posición inicial es 1=0, y =b y que 
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tiene por velocidad inicial o, en la dirección del eje Ox es atraido 
normalmente a ella con una fuerza directamente proporcional 
a la distancia y. Para y = 1 la aceleración de esta atracción vale 
2. Hallar la ecuación de la trayectoria del punto y la velocidad 
en función del tiempo. ¿Cuántas veces y en qué tiempos, corta 
la trayectoria al eje 01? ¿Cuál es la distancia máxima del móvil 
al eje Ox? (Riccati). 

*473, Un punto cuya posición inicial es el origen de 
coordenadas está sometido a una aceleración negativa — tw 
en la dirección del eje Or y a una positiva w en la del 
eje Oy, ambas constantes, La velocidad inicial 1, tiene la 
dirección positiva del eje Ox. Determinar la trayectoria del 
punto, asi como la posición y la magnitud correspondien- 
tos a la velocidad mínima. 

*474. Un punto M experimenta tres acele- 
raciones de atracción : una de ellas kx normal 
al eje Oy, otra ky normal al eje Oz y otra mr 
dirigida hacia O. k, y, m son constantes. La po- 
sición inicial del móvil es M, (2 = 0, y = a), la 
velocidad inicial », es paralela a Ox. Determi- 
nar la trayectoria del punto, en velocidad y el 


y 
o 
vd 
7. 
e período de una revolución. 
9 *475. Una recta g gira alrededor de uno 
GS 


tante «wm y corta una circunferencia de radio « 
en un punto variable M. Determinar los movi- 
mientos de M sobre el círculo y sobre la recta 


¿y “aiculando las velocidades y aceleraciones de 
estos movimientos (véase problema 589). 
*476. Una recta y gira alrededor de un 


punto F con velocidad angular constante «» 

y Corta una elipse fija de semiejes a y b, uno de cuyos focos 

es el punto F, en un punto variable M. Hallar la velocidad 
de M en su movimiento sobre la elipse. 

MOTOS *477. Una recta y se mueve en diree- 

y ción perpendicular a su dirección con la 

velocidad constante «. En su movimiento, 

corta una circunferencia fija de centro O en 

el punto variable M. Hallar la velocidad e 

y aceleración w del movimiento de M 

sobre la cireunferencia y la velocidad », y la aceleración 1, del 

movimiento de M sobre la recta g. 


N de sus puntos O con velocidad angular cons- 


” 
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*478. Dos circunferencias iguales giran alrededor de uno 
de sus puntos de intersección (O en sentidos opuestos, con velo- 
cidad angular constante igual a w. Ha- 


Mar la velocidad y y la aceleración ww 

de su punto de intersección M sobre 

cada circunferencia. Determinar la ve- 

locidad », y la aceleración w, de M 0 

sobre la recta OM. e 
*479. Dos circunferencias de radios 0 

Fi Fo que se tocan en el punto O, giran 

alrededor de este punto en sentidos 

opuestos, con velocidades angulares cons- 

tantes w, y y. Determinar las veloci- 

dades v, y 1, con que se mueve el punto 

de intersección M de ambas circunferen- 


0 
cias sobre cada una de ellas. 

*480. Dos rectas giran con veloci- e 
dades constantes (w y e, alrededor de La 
los puntos O y O,, en tal forma que am- 
bas pasan al mismo tiempo por la rec. X 


ta x. Determinar la ecuación diferencial 
de la trayectoria que describe su punto 4 
de intersección M y el punto en que la 
trayectoria corta el eje Ox. 

*481. Un punto M tiene durante 
su movimiento dos velocidades constan- 
tes U,, V,. La primera permanece siempre 
perpendicular a la recta fija Ca; la se- 
gunda perpendicular a la recta móvil CM. Hallar la ley de 
variación de la aceleración del punto M y la trayectoria 
de dicho punto, 

(M, Tolle, Z. f. Math. u. Phys., tomo 36, 1908, pág. 114.) 


*482, Un punto describe una circunferen- 
cia bajo la atracción que emana de un punto 4 ÓN, 


dela misma. La velocidad 4 
areolar es c/2. Hallar la ley z 


Y 
% de la aceleración w de la atracción y la de 
la velocidad v del punto M. 
0 


8 4 (Newton, « Principia »). 
*483. Un punto describe una circunfe- 
EA rencia estando sometido a la atracción de un 


punto C situado en el interior de la misma. 
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'M_ La posición inicial es A y la velocidad inicial oy es un dato 

fp del problema. Calcular la velocidad » en una posición 

” cualquiera M del punto y en particular en la posición B. 

*484. Un punto describe una parábola estando 

sometido a una aceleración atractiva ww que emana 

del vértice de la parábola. La velocidad areolar es c/2. 
Determinar la aceleración tw. 

*485. Un punto describe una espiral logarítmica de ecuación 
polar r= ke“? estando sometido a una atracción que emana 
del polo. Las condiciones iniciales del movimiento son r == fp 
y una velocidad v,. Determinar la aceleración de la fuerza 
atractiva y la velocidad del móvil en una posición cualquiera 

(Walton). 
*486. Un punto describe una lem- 
*  niscata de ecuación polar r?2= a? cos 2p 
estando sometido a una atracción que 
emana del punto O. La velocidad areo- 
lar es c/2. Hallar la aceleración w de la atracción y el tiem- 
po T que el móvil invierte en recorrer la curva. 

*487, En un movimiento central, la ley de variación de 
la velocidad es v = a/r. Determinar el radio polar r y el ángulo 
polar y en función del tiempo, la ecuación de la trayectoria y la 
aceleración de la atracción. Las condiciones iniciales (f = 0) son : 
q =0, r =p La velocidad areolar es c/2 (Riccati). 

»488. Un punto se mueve alrededor de un punto fijo O de 
modo que su aceleración w siempre es normal 
a r y el radio polar r gira alrededor de O con 
velocidad angular constante «w. Hallar la ecua- 
ción de la trayectoria y el valor de w, En 
el instante inicial r=rp p==0 y d Lo 
(Walton). 


22. Movimiento forzado del punto 


*489. Un tejado ha de tener la inclinación conveniente para 
que el agua de lluvia escurra en el menor tiempo posible, Deter- 
minar el ángulo suponiendo que el movimiento del agua se 


inicia en el vértice del te- 
E jado con velocidad v, (en 4 e 
la dirección p). kl 


490. Un punto pesado se mueve des- A 
de A sobre una recta inclinada A B. Deter- 8) 
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minar su inclinación para que el punto alcance y 
la recta CB en el menor tiempo posible. 

491. Un punto pesado se mueve, partiendo 
de A sobre un plano inclinado AB perfecta- 
mente liso. Determinar la inclinación de 
este plano para que el punto llegue a la cir- 
cunferencia k en el tiempo más corto posible. 

492, Un punto material se desliza sobre 
un plano inclinado AB = a perfectamente 
liso, partiendo de A sin velocidad inicial 
y salta, llegado a B, desde Ba C, siendo 
BC= rc. Determinar la relación que debe £ Lo 
haber entre a y e conociendo los ángulos a y $. 

*493. El hilo AB es tangente a una cir- 
cunferencia en el punto A y en su extremo B 
MHeva fijo un punto sin peso que recibe una velo- 
cidad 1, perpendicular a AB =!. Hallar el mo- 
vimiento del punto B, su velocidad » en una posi- 
ción cualquiera y el tiempo T que transcurre hasta 
que el punto llega a tocar la circunferencia. 

494, Un punto pesado M de peso 
fi=1 kg. unido al punto B por un hilo 
inextensible S se mueve con velocidad cons- 
tante en magnitud y == 2,8 m/s. en un plano 
horizontal, describiendo una envolvente de 
circulo, 11 círculo generador tiene r =2 m. 
de radio. Determinar la tensión S del hilo en una posición cual- 
quiera M y el valor particular de la misma (S,) en el punto M, 
de la trayectoria, para el cual Y ABM, =11/2 

495. Un punto material resbala sin velocidad inicial, par- 
tiendo de la posición Mp bajando por una guía cualquiera per- 
fectamente lisa y subiendo luego por el interior de una circunfe- 
rencia. Se desea que el punto abandone en 
un Cierto punto M la trayectoria o guía 
circular y que en el movimiento libre subsi- 
guiente vaya a pasar por el centro de la cir- 
cunferencia. Determinar la altura h de caída 
y el ángulo «a correspondiente al momento 
en que el punto abandona la circunferencia. 

496. Una bolita de peso ( se lanza con velo- 
cidad inicial 1, desde el vértice de un tubo para= 
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bólico de ecuación y?=2px perfectamente liso. Demostrar 
que para cualquiera posición del punto M, el producto de la 
presión D que el punto ejerce sobre su guía y el radio de 
curvatura y es constante. Hallar el valor de este producto. 

*497. Dos puntos A y B que sólo pueden 
moverse sobre las rectas r e y, se atraen con 


ES una fuerza cuya aceleración es W =a/r?. ¿Cuánto 

tiempo T transcurre hasta su encuentro en 0, 

0 suponiendo que parten del reposo y que su dis- 
?) tancia inicial es y. 


*498. Un punto pesado sin velocidad inicial 
resbala sobre una lemniscata hacia abajo desde 
el punto O, cuya ecuación es 12 = 24? sen 2p. 
Determinar el tiempo de caída desde ( hasta M 

vn función de y. Compárese el resultado con el tiempo de caída 
sobre la recta OM (L. Euler). 

499. Demostrar que un punto material que se mueve res- 
balando por una hélice de eje vertical, radio a y ángulo de in- 
clinación a, partiendo del reposo, da la primera vuelta de hélice 


en el tiempo 
E ALT 
Vaz 


*500. Un punto material se lanza con velocidad Y desde 
el punto más alto de una cicloide invertida perfectamente lisa ; 
demostrar que el tiempo que invierte en alcanzar el punto más 
bajo es : 


siendo a el radio del circulo generador. 

*501, Una rueda de radio a, rueda sin resbalar a lo largo 
de un plano vertical con una velocidad angular «w y una acele- 
ración angular «. Demostrar que la aceleración de un punto 
de su perímetro, a la distancia $ del punto más bajo tiene las 
siguientes componentes horizontal y vertical. 


a(l—cos)o+aw*send, asendó -+awtcos9 (H. Lamb). 


*502, Un péndulo de longitud 1 da revoluciones completas 
en un plano vertical, de modo que su mínima velocidad es grande 


comparada con V2g1. Demostrar que el tiempo necesario para 
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el recorrido de un arco Y, medido desde el punto más bajo, viene 
dado, aproximadamente, por la fórmula 


w1=9—L send 


siendo w la velocidad angular para la posición horizontal del 
péndulo. 

503. Demostrar que la duración de una pequeña oscilación 
de amplitud a a uno y otro lado del vértice de la parábola, cuya 
ecuación es 

y =*/2p 


siendo el eje Oy vertical, viene dada, aproximadamente, por la 
fórmula e 
= 2 Cia 
T=25Vili+ 35) 
(¡ Obsérvese que en este caso T depende de al). 


23. Movimiento con resistencias 


*504. Demostrar que el perfil longitudinal teórico de un 
ferrocarril funicular, cuyos vagones tienen pesos constantes 


cualesquiera (G,. G,) y cuya fuerza de tracción (Z) también es 
constante, es una cicloide ordinaria. Para ello deberá tenerse 
en cuenta el peso variable del cable y suponer que la tensión 
es siempre tangencial (es decir, que el cable va guiado por po- 
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leas, cuyos otros efectos no se tendrán en cuenta), y, finalmente, 
que el movimiento es uniforme (es decir, que no actúan en la 
dirección del mismo fuerzas que lo alteren). 

*505, Sea Z el esfuerzo de tracción de una locomotora : 
W la resistencia (ambas constantes) y G el peso del tren. Demos- 
trar que el tiempo minimo para recorrer un trayecto 1, contado 
de parada a parada, tiene el valor : 


21 G6Z 
y WIZ—W)] 


y que la máxima velocidad alcanzada es : 


Demostrar, además, que para este intervalo de" tiempo mínimo 
se verifica la relación: Tiempo de puesta en marcha normal : 
tiempo de frenado (o si se quiere : recorrido de puesta en marcha : 
recorrido de frenado) = W : (Z— W) (H. Lamb.) 

*506. Un punto material se lanza verticalmente hacia 
arriba con la velocidad inicial 1 y experimenta la resistencia 
del aire que se supone proporcional al cuadrado de la velocidad. 
Determinar: a) la velocidad » y el recorrido r en función del 
tiempo ; 5) el recorrido + en función de la velocidad ; c) el tiempo 
T que dura la ascensión ; d) la altura alcanzada H, 

*507. Después que el punto material del problema anterior 
alcanza la altura A vuelve por sí solo a caer verticalmente. De- 
terminar la velocidad v, con que llega al punto de partida y la 
duración T, de la caída. Demostrar que 0, < 0) y T,¡<T, 
teniendo », y T la significación expresada en el problema 506, 

*508. Un cuerpo de masa M está bajo la acción de una fuerza 
elástica — Mx, es decir, de una fuerza proporcional al des- 
plazamiento x respecto a una posición inicial (x2 = 22572) y 
experimenta una resistencia M24% proporcional a la velocidad + 
(amortiguamiento). El desplazamiento inicial es xy = 10 cm. y 
la velocidad inicial nula. Determinar : 

a) Los valores de la constante 4 de amortiguamiento que 
producen oscilaciones y los que producen movimientos aperió- 
dicos. 

b) Los diagramas de espacios-tiempos y de velocidades- 
tiempos para los valores : 


(MD) 24 =0,49 
(1) 24=0981 st, 
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c) La frecuencia y duración delas oscilaciones para el caso (1). 
*509. Un cuerpo de masa M descansa sobre un plano ru- 
goso (coeficiente de rozamiento lo mismo de partida que en 
movimiento f = 0,2) y está sometido a la acción de una fuerza 
elástica que vale —Mx*x (siendo x?=98,1 s”?) y tiende a llevario 
a una posición fija x == 0. Se lleva el cuerpo a una posición des- 
viada ty = 13 cm. y se suelta sin velocidad inicial. Determinar : 
a) La frecuencia y el período de las oscilaciones resultantes. 

D) La desviación máxima del punto de reposo. 

c) La desviación efectiva del punto de reposo. 

d) El número de oscilaciones hasta el reposo y el tiempo 
total de duración del movimiento. 

e) El diagrama de x-[ y de v-f. 

*510. Un cuerpo sometido a la acción de una fuerza elás- 
tica -— 20% proporcional a la distancia 1 respecto a un punto 
origen, experimenta, además, en su movimiento una resistencia 
kv? proporcional al cuadrado de la velocidad. La desviación 
lineal inicial es x,. Determinar : 

a) La velocidad en función del espacio recorrido. 

b) Gráficamente la sucesión de las máximas desviaciones 
Tor — Tp Lg 

Demostrar, además : 

€) Que esos valores vienen dados aproximadamente por las 
fórmulas 


ES l—1kx 2 1'4km 
A =—% ip + le 


(Phys. Z.., tomo 29, 1928, pág. 938.) 

*511. Dos puntos pesados A y 3 se mueven en una misma 
vertical y distan inicialmente a entre sí, El primero A, cae libre- 
mente desde cierta posición, sin velocidad inicial, mientras que 
el segundo, B, es lanzado hacia arriba con una velocidad inicial ». 
Sobre ambos actúa la resistencia 
del medio que se supone praporcio- 
nal a la velocidad, es decir == ko, 
siendo k una constante. ¿Después 
de qué tiempo se encontrarán am- 
bos puntos? (Walton). 

*512, De unglobo que está a 
la altura Á sobre el suelo y que 
posee una velocidad horizontal 1, 
cuelga un cable de longitud BD=1 
que se arrastra en parte sobre un 
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suelo rugoso (coef, de rozamiento = f). Determinar el recorido E 
que efectúa el gloho y el tiempo T que emplea para elo, supo- 
niendo que la resistencia del aire es proporcional al cuadrado 
de la velocidad. 

*513. Un punto pesado se lanza hacia arriba eon la incli- 
nación « respecto a la horizontal y con velocidad inicial 1 y 
experimenta en su movimiento una resistencia por parte del 
medio, que origina una aceleración negativa igual a kv. Hallar 
el tiempo que transcurre hasta que el punto llega al punto más 
alto de su trayectoria. 

514. Un punto pesado se lanza hacia arriba desde My a 
lo largo de un plano inclinado que se supone rugoso ; llegado al 

PA final salta y vuelve a caer en My 
bajando por el plano inclinado 
también rugoso M,M,. Deter- 
minar la velocidad inicial 0, y 
la final o, en el punto M,, suponiendo que el movimiento se 
efectúa en el vacio. 

515. Un punto material puede resbalar, sin velocidad 
inicial, a lo largo de una recta rugosa cuyo 
ángulo p de rozamiento es conocido. Hallar 
el lugar geométrico de los puntos B a que 
llega el punto partiendo de A e invirtiendo 
el mismo tiempo 1, siendo variable el ángulo x« 
de inclinación de la recta. 

*516. Un punto material parte del punto A sin velocidad 
inicial y resbala hacia abajo, a lo largo de un plano inclinado 
perfectamente liso AB (véase figura del problema anterior), 
experimentando en su movimiento la resistencia del aire que 
se supone proporcional al cuadrado de la velocidad ; es decir, 
igual a ku?, Siendo variable « determinar el lugar geométrico 
de los puntos B a que llega el A en un segundo. 

(R. Mehmke, Math.-naturw. Mitteilungen., t. 6,1904, pág. 28.) 

2517. Un punto material con velocidad inicial », sube 
por un plano inclinado a respecto a la horizontal y experi- 
menta los efectos del rozamiento (coeficiente f) y los de la 
resistencia del aire iguales estos a k»?, siendo k una cons- 

A E tante. Hallar el tiempo T que transcurre 

5 hasta la posición de reposo y el ca- 
mino recorrido L. 

*518. Se deja caer un punto pe- 
sado, desde A sin velocidad inicial sobre 


Movimiento de las figuras planas en su plano 13 


una semiesfera hueca y rugosa. ¿Qué velocidad llevará el 
móvil en el punto más bajo 13? 

*619, Un punto material se lanza con velocidad inicial », 
sobre el interior de una circunferencia rugosa de radio a. Demos- 
trar que, no actuando más fuerzas que el rozamiento. la velo- 
cidad con que pasa por el punto de partida es : 

V =wue * 
y que emplea en dar una vuelta el tiempo 
a 
T= On) 
siendo f el coeficiente de rozamiento. 


24. Movimiento de las figuras planas en su plano 


520. Una figura plana efectúa dos giros sucesivos : el pri- 
mero de un ángulo finito x alrededor del punto A; el segundo, 
de un ángulo finito £ alrededor del pun- 
lo B. Demostrar que el centro instan- y 7 
táneo de rotación (o polo de giro) puede 
hallarse del siguiente modo: se lleva 
en A, adyacente a AB el Y 2/2 en Pido 
sentido contrario al giro; en By adyacente a BA el Y B/2 en 
el mismo sentido del giro; el punto C de intersección de esas 
rectas es el polo buscado. Demostrar, además, que el giro resul- 
tante en € es igual a —2 3 ACB. 

*521. Il movimiento plano de una figura plana está deter- 
minado por las coordenadas a, b de un punto A y el ángulo de 
giro y, siendo y un parámetro del movi- 
miento, es decir, que a=a (q), b=b (p). 
Demostrar que las coordenadas del 
centro instantáneo de rotación, vienen 
determinadas por las ecuaciones : 

Ey —b 
H=b4«u 
y que el polo de las aceleracion 
(us decir, el punto de aceleración 
nula), suponiendo p =«w = const., viene dedo por las 
.y=4aza 
Yy=b+»b” 
en que los acentos significan derivadas con respecto a q. 


y 
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¿Qué ecuaciones corresponderán al caso 
$ == const.? 

*522. Una barra g, guiada en los pun- 
tos € y D toma un movimiento de vaivén por 
efecto de una varilla AB = a cuyo extremo A 
recorre una horizontal con una velocidad 
constante c. Calcular y trazar la velocidad » 
y la aceleración w de la barra, en fun- 
ción de y. 

523. Determinar la velocidad y la acele- 
ración del punto B (o de la barra g) del 
problema anterior en el supuesto de que el 
movimiento de A sea armónico simple con una frecuencia cir- 
cular e (analítica y gráficamente). ñ 


[Se Mama frecuencia circular o pulsación al producto de 2% por es 
múmero de vueltas por segundo. | 


524, Una figura plana gira con velocidad angular « y ace- 
leración angular 4 alrededor de un punto () del plano. Hallar el 
lugar geométrico de los puntos de la figura, cuyas aceleraciones 
pasan por un punto dado A. 

*525. Una figura plana que gira alrededor de un eje con 
una velocidad angular inicial o, ha de acelerarse de modo que 
la aceleración rv de sus puntos forme, durante el movimiento, 
un ángulo invariable £ con su radio respectivo, siendo tg f = k. 
Expresar la velocidad angular w y la aceleración angular 2 
en función del tiempo. 

*526. Un ángulo recto XM Y se mueve de modo que su vér- 
tice M por la acción de la manivela OM = r recorre una trayec- 
toria circular y sus lados X e Y pasan por dos puntos fijos A 
y B. Suponiendo que la velocidad del pun- 
to M es constante e igual a c, calcular: 
a) las velocidades angulares de X y de Y 
alrededor de A y B respectivamente ; b) las 
velocidades de deslizamiento », v, de las 
rectas X e Y en los puntos A y B. 

527, Una recta g gira alrededor del pun- 
to A. Hallar la envolvente de las direcciones 
del movimiento de todos los puntos de q. 

528. Uneírculo deradio arueda sobre una recta y 
la velocidad de su centro es e, Determinar la dirección 
de la velocidad de un punto cualquiera M dela circun- 
ferencia y la magnitud de la misma en función de q. 
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529. Interiormente a una circunfe- y 
rencia de radio R rueda un círculo más a 
pequeño arrastrado por una manivela 
OB=r cuya velocidad angular w se 
supone conocida. Determinar en la cir- 
cunferencia menor, el punio M cuya velo- 
cidad y pase por 4 y calcularv. (A0 1 0B). 

530. Un cuadrilátero articulado se mue- 
ve en su plano, conservando fijos los pun- 
tos B y C. En la posición dibujada, el punto A 
tiene una velocidad v cuya dirección es la 
de CB. Determinar un punto E unido con 
varillas z e y alos A y D, cuya velocidad sea igual a v en 
magnitud, pero en dirección precisamente normal a CB, 
¿Qué longitudes tendrán z e y? Se supone: AB=CD=a, 
BC=AD=b. 

531. Una manivela AD gira con velocidad angular cons- 
tante w alrededor del punto D; otra manivela BC gira también 
alrededor de C. Determinar, en la posición representada en la 
figura, el punto M de la biela AB 
cuya dirección de movimiento coin- 
cide con la propia AB y hallar gráfi- 
camente la velocidad y la aceleración 
de este punto. 

532. Los vértices A y B de un 
triángulo rígido ABC están articula- 
dos a dos manivelas AD y BE que 
pueden girar alrededor de D y E 
respectivamente. Se da la velocidad: 
angular constante «w de la mani- 
vela AD. Determinar la velocidad », y la aceleración w, del 
punto C. 

*533, El extremo A de la biela AB gira con una velocidad 
constante c alrededor de O debido a la acción de la mani- 
vela AQ; el otro extremo B va 
guiado y recorre una recta que 
pasa por (O. Determinar la ve- y 
locidad v y la aceleración w == Zo 
del punto B en función del án- 
gulo de la manivela q: y del ángulo de la biela y. (Mecanismo 
de biela y manivela). 
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634, Un cuadrilátero articulado ABCD, en 
el cual AB= CD =a, DA= BC=c siendo 
e > a, tiene fijo el lado DC y su vértice A es 
giratorio alrededor de D. Determinar las curvas 
de rodadura o trayectorias polares del movi- 
miento de la barra AB (mecanismo directo de 
manivelas antiparalelas). 

$35. En el problema anterior, sea el ángulo ADC = 60% 
y v la velocidad conocida de A. Calcular la velocidad v, de B, 

A 636. Un cuadrilátero articulado 

” Y ABCD, en el cual AB== CD=a, 

Ne  DA=BUC=:c, siendo c< a, tiene fijo 

el lado DC y el vértice A gira alrededor 

de D. Determinar las curvas de roza- 

dura del movimiento de la barra AB (mecanismo inverso 
de manivelas antiparalelas). 

*587. Una biela AG se mueve de modo que el punto A 
gira con velocidad constante v, describiendo una circunferencia 
dé centro O y que Pa siempre 
por ua punto fijo B (biela osci- 
lante). Determinar la velocidad 
angular w de la biela alrededor del 
punto B. ¿Para qué posiciones de 
la biela será «) máximo y mínimo? 
Hallar la velocidad de deslizamiento », de la hiela en el pun- 
to B. Deducir o, de v, por medio del poligono de las velocidades. 

*538, Demostrar analiticamente que el centro de curvatura 
de la trayectoria del punto B de la barra AG del problema ante- 
rior está en el punto medio del segmento BY siendo Í2 el centro 
instantáneo de rotación o polo (intersección de 
OA con la perpendicular a A B en el punto B). 

*539, Una varilla AB se mueve de modo 
que siempre se conserva tangente a una cir- 
cunferencia de radio r y su extremo A reco- 
rre una recta que pasa por O. Determinar 
la velocidad angular o de la varilla siendo 
conocida la velocidad v, del punto A. 

$40. Un ángulo * 
rígido XMY = y se e 
mueve en su p'ano 
de modo que sus la- 


Movimiento de los cuerpos sólidos en el espacio 97 


dos pasan por dos puntos fijos A y B. Determinar las curvas 
de rodadura de este movimiento. 

$41. Una recta se mueve pasando siempre por un pun- 

to B y al mismo tiempo uno de sus puntos Á recorre la 

Xx recta fija x. Hallar las E 

| ecuaciones de las cur- 


4 vas de rodadura y la 
ecuación de la trayec- 
Y toria de un punto € 


G de la recta, que dista 
de A una longitud c. 

642. El cuadrilátero articulado 
ABCD, en el cual BC =CD=c y 
BA =AD=a, tiene fijo el lado AD. 
Hallar las curvas de rodadura del movi- e 
miento plano de BC =c, determinando 
la ecuación de la curva fija en coordenadas polares respecto al 
eje AD y la de la móvil respecto al eje BC. 

*543. En el cuadrilátero articulado del problema anterior 
sean o, y w, las velocidades angulares de las manivelas AB y 
DC. ¿Cuál será su relación en el instante en que los cuatro puntos 
A, B, C, D estén en línea recta? 

544. Las bombas de émbolo fabricadas por C. P. Holst, tie- 
nen el siguiente mecanismo : la varilla del émbolo KE que se 
mueve en línea recta, 
va articulada a la biela 
ED y ésta a su vez a la 
manivela BA por inter- 
medio de un triángulo 
BCD cuyo vértice C 
puede girar alrededor 
del punto fijo F. Se da la velocidad », del punto B que se su- 
pone constante, Hallar las velocidades v y las aceleraciones tw 
del émbolo K correspondientes a una vuelta completa de la 
manivela AB, 


25. Movimiento de los euerpos sólidos en el espacio 


546. Un cuerpo efectúa una rotación de ángulo finito « 
alrededor del eje OA seguida de otra de ángulo $ alrededor 
de OB. Demostrar que el eje instantáneo de ambhs rotaciones 


7. Wirzxsaurr; Problemas de Mecánica, 1. 
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puede hallarse del siguiente modo : siendo A, B y C los puntos 
de intersección de los ejes con una esfera de centro O se lleva 
en A, adyacente al circulo máximo AB, 
el < a/2 en sentido contrario al giro «; 
en B y adyacente a AB el < f/2 en el 
mismo sentido del giro f; y se trazan según 
estas direcciones dos nuevos circulos má- 
ximos. Su punto de intersección, unido 
con (O, da el eje instantáneo de la rota- 
ción resultante. Demostrar, además, que el 

Problema 545 giro resultante vale —2<% ACB. (Véase 

problema 250) (O. Rodrigues). 

546. Demostrar que una semivuella que da un cuerpo 
alrededor de una recta g, seguida de otra semivuelta alrededor 
de una paralela y, a la anterior, es equivalente a una traslación 
paralela a la distancia entre ambas rectas; y que su valor es 
igual al doble de esa distancia. 

547, Demostrar que una semivuelta alrededor de una rec- 
ta g, seguida de otra semivuelta alrededor de otra recta g, que 
corta a la primera, es equivalente a un giro, alrededor del eje 
perpendicular al plano de las rectas que pasa por el punto de 
intersección de las mismas, siendo el valor de dicho giro el doble 
del ángulo que forman entre sí y, y Yg. 

548. Demostrar que la sucesión de dos semivueltas alre- 
dedor de dos rectas que se cruzan 9, y g, es equivalente a un 
movimiento helicoidal cuya traslación es igual al doble de la 
mínima distancia entre las rectas y cuyo giro es igual al doble 
del ángulo que forman entre sí. 

549. Un cubo se mueve de modo que tres 
vértices A, B, € del mismo ocupan las nue- 
vas posiciones A,, B,, C, que son también 
vértices del cubo. Determinar 
el movimiento más sencillo 
para obtener este resultado. 

550. Un cubo se mueve de modo que tres 
de sus vértices A, B, Cocupan las posiciones 


y g 4'B'C'. Determinar el movimien- 
7 to más sencillo para conseguirlo. 
551. Un cuadrado se mueve de modo que 
tres de sus vértices cuyas posiciones iniciales eran 
E £ 
7 


ABC alcanzan las finales A*B'C” ¿Cuál será el 
movimiento más sencillo para conseguirlo? 


Movimiento de los cuerpos sólides en el espacio 99 


552. Un triángulo equilátero ABC se 
mueve y llega a la nueva posición A'B'C'. 
Determinar el movimiento más sencillo para 
ello, sabiendo que los seis puntos forman un 
hexágono regular. 

553. Un tetraedro regular de arista s 
se mueve de modo que tres de sus vértices 
pasan de las posiciones iniciales A, B, C a 
las finales A”, B”, C'. Determinar el movi- 2 e 
miento helicoidal (posición del eje, trasla- 
ción y giro), necesario para obtener ese re- 
sultado. 

554. Dos cuerpos tienen movimientos helicoidales alre- 
dedor del mismo eje y giran con la misma velocidad angular w. 
Los ángulos de inclinación de las hélices a la distancia r del eje 
son gd y 0,. Determinar la distancia + a que se hallarán después 
de transcurrido un intervalo de tiempo £, dos puntos de ambos 
cuerpos que inicialmente coincidían a la distan- e 
cia r del eje. e) 

5565. Un cuerpo efectúa un movimiento he- 
licoidal c, w alrededor del eje A. ¿Qué relación 
habrá entre las distancias r y r, de dos pun- 
tos M y M, del cuerpo, situados en la misma 
normal al eje, sabiendo que sus velocidades son A 
perpendiculares entre sí? .. 

556. Una rueda inclinada, de ángulo w 
respecto de la vertical, recorre sobre un 
plano horizontal una trayectoría circular, 
dando una vuelta completa en el tiempo 7. 
Calcular las velocidades de los puntos A 
y B del perimetro de la rueda, en la po- 
sición representada en la figura. 

557. Un cono circular recto, de semiángulo en el vértice « 
rueda sobre un plano sin deslizamiento, dando una vuelta com- 
pleta en t segundos. Demostrar que : entre la velocidad angular w 
alrededor del eje instantáneo de rotación y la velocidad angular 4 
de la generatriz de contacto alrededor de la normal al plano, 
existe la relación 


cea 


MM 


AA 


o=pdtga=*Y ctga, 


558. En el mecanismo de disco oscilante representado en la 
figura, se guía el movimiento haciendo que un diámetro BB, 
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del disco se mueva sobre un plano que pasa por el eje MM, 
por la acción de las dos varillas BD, B,D articuladas en el punto 
fijo D. Se da la velocidad 5, del punto Á. Determinar, con ayuda 


del método de representación del capítulo 14, la magnitud del 
vector 5 de la velocidad angular y las velocidades 5, y 7, de los 
puntos B y C, sabiendo que CO | BB, (K. Federhofer). 


26. Movimientos simultáneos 


569, Dos puntos móviles A y B están, inicialmente, a la dis- 
tancia s el uno del otro. De A sale un rayo de luz hacia B con la 
velocidad c; pero mientras tanto el punto B se desplaza hacia B, 

y con la velocidad v. Un es- 
A pejo adherido al punto B 
— refleja la luz hacia A, pero 
este punto Á se acerca y 
llega al 4' con la velocidad ». ¿Qué tiempo transcurrirá desde 
la salida del rayo de luz del punto A hasta su llegada a A”? 
560. Sobre un disco que gira alrededor 
del punto O con la velocidad angular w se 
apoya otro más pequeño que gira alrededor 
de su centro con la velocidad angu ar o. 

Determinar los puntos 
del contorno del disco 
pequeño que en este 
instante se mueven pa- 
ralelamente a 00, y hallar la velocidad » 

de ese movimiento. 

$61. Un punto C describe una circun- 

ferencia de radio r con la velocidad angu- 


ra 


hen 
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lar «, alrededor de O y un punto P situado a la distancia cons- 
tante CP=a se mueve en el mismo plano girando con velocidad 
angular w alrededor de C. Demostrar que la velocidad angular 
de OP es igual a 


PARLA) + (UÑA 


siendo R= OP. 

562. Sobre el disco Y que gira alrededor del punto A, está 
montado un disco 17 que gira alrededor de B y sobre éste otro 111 
que gira alrededor de C. Hallar el movimiento resultante del 
disco JI1 correspondiente al instante en que los tres discos 
giran alrededor de los puntos A, B y C con 
velocidades angulares iguales y del mismo 
sentidó. Determinar el lugar geométrico de (um £ £ 
los puntos del disco 1/7 cuyo movimiento 46 
instantáneo sea normal a los del disco / situa- 
dos debajo de ellos. NES 


563. Un cuerpo posee simúltáneamente pe 
seis velocidades angulares alrededor de ejes 
paralelos entre sí. Cinco de esas velocidades % sá 
tienen valores respectivos + w, —(,, +0, 
-—0, -+ 0 y sus ejes son las aristas de un pa EN 
toy 


prisma hexagonal regular ; el eje de la sexta «0, 

está en el eje M del prisma. Determinar w, 

bajo la condición de que el giro total resultante de las seis 
rotaciones tenga lugar alrededor de la arista O. Calcular la velo- 
cidad angular resultante $2 alrededor de O. 

564, En el mecanismo planetario, representado en la figura, 
la rueda (1) se hace girar a razón de n, revoluciones por minuto 
(r. p. m.) y la manivela AyAÁ = k a razón 
de n, T. p.m. Los radios de las ruedas son 
Pp Tas 3, 4: Determinar analítica y gráfica- 
mente el número n, de r. p. m. de la rueda 
(4) sabiendo que está montada loca sobre el 
eje Ay y que las ruedas (2) y (3) están entre 

si rígidamente unidas por me- 
A dio del eje A. Dibujar el polí- 
E gono de las rotaciones (se- 
£ gún Kutzbach) (R. Beyer). 
565. Descomponer una velocidad angular 
$ alrededor del eje O en tres velocidades angu- 
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lares (,, 69, (03 alrededor de ejes A, B, € paralelos al O. Se 
dan las distancias UA =m, 0B=n,0C =p y los ángulos 
X BOC=a, $ COA=8, X AO0B=y. Hallar las magnitudes 
de 0), 0y, Y 03. 

566. Un cuerpo está sometido simultáneamente al efecto 
de tres velocidades angulares w,, 0, =20,, 04 =30,, alre- 
dedor de tres ejes perpendiculares entre si que se cortan en un 
punto. Hallar el movimiento efectivo 
del cuerpo. 

567. La figura representa tres ro- 
taciones de velocidades angulares w,, 
w, y y alrededor de tres ejes que 
se cruzan, perpendiculares entre sí. 
Hallar la velocidad angular w y la 
de traslación + del movimiento heli- 
coidal equivalente. 

568. Hallar el movimiento resul- 
tante de las tres rotaciones simultáneas 
siguientes: dos de ellas tienen velo- 
cidades angulares w iguales, pero de 
sentido contrario, y sus ejes son dos 
paralelas a la distancia a; la tercera 
w, tiene un eje que corta a las dos 
primeras bajo un ángulo cualquiera y. 

569. Un cuerpo gira simultáneamente 
alrededor de tres ejes situados en el mismo 
plano tal como indica la figura. Se da la 
distancia a, los ángulos y la velocidad angu- 
lar w,. Determinar las otras dos velocidades 
angulares «, y (0, bajo la condición de que 
el movimiento resultante del cuerpo sea una 
traslación. Hallar esta velocidad t en magni- 
tud y dirección. 

670. ¿Qué alteración experimenta el mo- 
vimiento helicoidal 7, «+ de un cuerpo al aña- 
dirle una velocidad de traslación r, con un 
ángulo cualquiera de inclinación y? 

571. Un cubo efectúa simultáneamente 
seis movimientos helicoidales 7, w, cuyos 
ejes son sus aristas. Hallar su movimiento 
resultante. 
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572. Un cuerpo tiene un movimiento helicoidal 7, «». 
Se trata de descomponer ese movimiento en otros dos de 
los cuales uno es conocido: Este movimiento ¿2 
es también helicoidal, su eje corta al del pri- 


mer movimiento en el punto O con una incli- % 
nación de 60? y su magnitud es (7,, «w,) siendo > 
1, =37/2 y 0, =m/3. Determinar el otro mo-  ¿z 
vimiento componente, 

573. Un cuerpo posee simultáneamente dos 5 
movimientos helicoidales cuyos ejes se cortan A 
bajo un ángulo z. Se tiene t, =27,, 0, = 0/2. 
Hallar el movimiento resultante. a 


27. Movimiento relativo 


574. Sobre un plano rugoso hori- 
zontal se mueve un prisma liso con 
velocidad », empujando a un rodillo 
situado delante de él. Determinar la 
velocidad e del punto A del rodillo, 
respecto del prisma. 

575. “Tres buques navegan en direcciones » A 
paralelas que distan entre sí a y b respecti- T 
vamente. Se conocen las velocidades 1, y 0. 2 
¿Qué velocidad », deberá llevar el buque (228, 
para que el B cubra siempre la vista del 4?) e 

576. Demostrar que, el tiempo necesario A — 
para cruzar, en línea recta y con la mínima E a 
velocidad, una calle de anchura c, por la que circulan con 
velocidad Y automóviles de ancho b y espaciados a uno de 
otro, es igual a 


lp) (Love). 


$877. Un dirigible, sometido a 1 ión de un viento cuya 
magnitud y dirección se desconoeen, recorre en línea recta 


el camino desde A hasta , en el 0 e 
tiempo f,, y durante todo cl tra- 

yecto es empujado horizontalmente , LN 5 
por sus hélices en una dirección que y 


forma el ángulo £ con la dirección AB. Para efectuar lu 
vuelta, desde 1 hasta A invierte un tiempo /,, y es empujado 
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horizontalmente durante todo el trayecto en una dirección 
que forma el ángulo f con la dirección BA. Calcular la velo- 
cidad horizontal e propia del globo, la velocidad w del viento 
y su inclinación a respecto de AB. 

(Z. 1. Flugtechn. u. Motorluftsch, tomo 4, 1913, pág. 69.) 

578. Un dirigible que posee una velocidad propia c está 
sometido a la acción de un viento cuya velocidad w se desconoce 
«“n magnitud y dirección. Hallar el campo de acción del globo, 
+s decir el lugar geométrico de los puntos a que puede llegar. el 
Klobo yendo en diversas direcciones, de modo que en un mismo 
tiempo ? haga el viaje de ida y vuelta, 

579. Un aeroplano tiene una velocidad propia y y un campo 
de acción (ida y vuelta) con atmósfera en calma de L km. De- 
mostrar que, con un viento de velocidad ¿, su campo de acción 
en una dirección y respecto a la del viento, es 


, ye 
Llar 

580. Sobre la pequeña ondulación del cuerpo ABCD hay 
un pequeño trineo S que, inicialmente, está en reposo. Súbi- 
tamente se comunica al 
cuerpo ABCD una tras- 
lación hacia la dere- 
e cha con la velocidad 

P) a 
v=vY2g(h,—h). ¿Hasta 
A al qué punto llegará el trineo 
suponiendo que no se despegue del cuerpo en que se apoya? 
$81. Sobre un plano inclinado A B resbala hacia abajo un 
punto material que parte de A sin velocidad inicial. El plano in- 
elinado se muevesimultáneamente, con una ye- 
dd locidad horizontal c. Determinar la trayectoria 
E absoluta del punto y hállar la velocidad abso- 
Pa luta con que llegará a la prolongación de la ho- 
rizontal CB y el ángulo que formará con ésta. 
582. Sobre un plano inclinado y rugoso AB resbala hacia 
abajo un punto material que parte de A sin velocidad inicial 
(véase la figura del problema anterior). El plano inclinado se 
mueve simultáneamente con una aceleración horizontal uniforme 
1,, también sin velocidad inicial. Determinar la trayectoria 
absoluta del punto y su velocidad al llegar a la prolongación 

de CB. 


0 
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583. Una pizarra cae verticalmente con la 
aceleración de la gravedad. Se lanza un trozo pe- 
sado de tiza con la velocidad c en dirección hori- 
zontal y dibuja en la pizarra su trayectoria rela- 
tiva. ¿Qué aspecto tiene esta trayectoria? A 

584. Un punto se mueve sobre una cir- e 
cunferencia, con velocidad c constante. Por 
detrás del círculo pasa un plano con velo- 
cidad también constante »,. ¿Qué trayectoria 
describe el punto M con relación al plano? 

585. Un punto se mueve sobre una cir- y 
cunferencia, con una velocidad constante c. de 
Mp es su posición inicial. Por detrás de la 
circunferencia se desliza un plano con acele- 
ración constante w, y sin velocidad inicial. 

Calcular respecto a los ejes x, y : las compo- 

nentes de la velocidad », y aceleración We 

relativas, así como la ecuación de la trayectoria relativa del 
punto M respecto del plano acelerado. 

586 a 589. Determinar las velocidades y aceleraciones en 
los problemas 437, 438, 439, 475, valiéndose del movimiento 
relativo. 

*590. Un tubo recto de longitud a, gira en un plano hori- 
zontal con la velocidad angular w alrededor de uno de sus ex- 
tremos. En el punto medio del tubo hay una bolita que, inicial- 
mente, está en reposo. Hallar la ecuación 
de la trayectoria absoluta del centro de 
la bola en coordenadas polares, siendo O 
el polo. Determinar la velocidad relativa », y la absoluta », del 
mismo punto, cuando la bolita sale del tubo y la presión que la 
misma ejerce sobre el tubo durante el movimiento. (Juan 
Bernoulli). 

*591. En un plano horizontal gira un 
tubito circular de radio r, alrededor del y o 
punto O, con una velocidad angular w. En  p[k) VA 
este tubo, hay una bolita perfectamente lisa, 
inicialmente en reposo en la posición Mp. MU, 
Hallar las velocidades absoluta y relativa 
de la bolita al llegar al punto M, y la presión normal que 
en ese punto ejercerá sobre el tubo. (Se prescindirá del peso 
de la bolita) (Walton). 


| 
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*592. Un tubo estrecho, que tiene la forma de una espiral 
logarítmica r= ae”?, gira en su plano horizontal alrededor 
del polo O con una velocidad angular «w. Dentro del tubo hay 

- “ma holita perfectamente lisa de masa M, 

a que inicialmente está en reposo y se halla 

; en A, siendo OA = a. Hallar su velocidad 

relativa respecto al tubo y la presión que 
ejerce contra el mismo. 

593. Sobre un disco que gira alrede- 

dor de su eje con la velocidad angular «w 
sg ! se hace pasar una hoja de papel con una 
A velocidad rectilínea y constante c. ¿Cómo 
serán las curvas de rodadura del movi- 
miento relativo de la hoja y el disco? 

594. Sobre un disco que gira alrededor de su eje con la 
velocidad angular « se hace pasar un papel eon una velocidad 
rectilinea y constante c (véase la figura del problema anterior). 
Demostrar que las aceleraciones relativas 7, de todos los puntos 
A del papel, respecto al disco, pasan por un punto fijo G. Hallar 
este punto y la relación que existe entre w, y la distancia AG. 


595. Dos discos planos cuyos 
centros 0, y O, distan entre sí 2a, 
giran con velocidades angulares 0», 
y 0, =—20,. Calcular el valor 
y la dirección de la velocidad re- 
lativa D, y de la aceleración relc- 
tiva 0, del punto Á del perí- 
metro del disco FI respecto al 


disco L 
596. Un cuadrado gira en su plano, alrededor de uno de 
sus vértices O con velocidad angular constante vw dando una 
vuelta completa. Al mismo tiempo, un punto M 


pa A se mueve sobre el lado AB del cuadrado con 
” SÍ movimiento uniforme desde A hasta B. ¿Qué 

2 y, Valor tiene, en el instante ¡ , la velocidad 

je absoluta %, del punto M y qué ángulo g forma 
pa |, con 0A? ¿Qué valor tiene, en el instante 


inicial, la aceleración absoluta 7», del punto M, 
y qué ángulo y forma con 04? 

*597. Una recta y, cuya posición inicial gy es horizontal, 
gira con velocidad angular constante w» alrededor del punto A 
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en un plano vertical. Sobre ella resbala, y.— 
hacia abajo, un punto pesado de masa M, 
que al principio está en reposo, ocupando 
la posición O. Hallar la ecuación polar de 
la trayectoria absoluta del punto respecto  J 16 
al eje polar Qgp, la velocidad relativa 0, Problema 597 
del punto sobre la recta y la presión D 

que ejerce sobre ella. 

*598. En un plano vertical Oxy que gira 
alrededor de su eje vertical Ox con velocidad 
angular constante «, se lanza horizontalmente 
desde O un punto material de masa M. Deter- 
minar la trayectoria relativa del punto sobre el 
plano, la proyección de la trayectoria absoluta del punto sobre el 
plano horizontal O yz, las velocidades absoluta y relativa en una 
posición cualquiera, y la presión que el plano ejerce sobre el punto. 

*599, En un plano vertical Ox y que gira alre- 
dedor de su eje vertica] Ox con velocidad angular 
constante o, está suspendido de O por medio de 
un hilo un punto de masa M, que en la posición 
inicial correspondiente a y =«u se abandona a 
la acción de la gravedad. Calcular la velocidad 
de este movimiento pendular, la tracción S del + 
hilo y la presión del plano sobre el punto. 

600. Un cubo de arista a tiene un mo- 
vimiento helicoidal c, w respecto a una desus 2 
aristas, Un punto extraño recorre la recta AB Y 
del espacio con la velocidad absoluta v. Cuando g) 
este punto llegue a B ¿qué velocidad », y ace- 
leración 10, tendrá respecto al cubo? (Hallar 
sus componentes respecto a los ejes x, y, 2.) 

601. Un cuerpo posee un movimiento de 
rotación alrededor del eje A con una velocidad 


angular cv, ; otro cuerpo tiene respecto al eje B_ A a 
un movimiento helicoidal c, «wz. Determinar 

el movimiento relativo instantáneo del se= Pz 
gundo cuerpo respecto al primero, siendo los 7 lazy 


ejes A y B normales entre sí. 
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28. Trabajo y Potencia 


602. La piedra de un molino harinero gira a 100 revolu- 
ciones por minuto, tiene 1 m. de diámetro y consume una po- 
tencia de 2 CV. ¿Qué fuerza K actúa en el perimetro de la 
piedra? 

603. Un salto de agua tiene un caudal de 9 m.3/s. y una 
altura de caída de 2,5 m. Calcular la potencia N del salto. 

604. Una máquina de vapor de 26 CV. de potencia acciona 
una bomba que trabajando continuamente durante una semana 
(7 días) eleva 19 656 millones de kilogramos de agua a 36 m. de 
altura. Hallar el rendimiento de la instalación. 

605. Un molino consume 10 CV. El agua motriz cae de una 
altura de 4 m. sobre una rueda cuyo rendimiento es 50 Y. De- 
terminar el caudal necesario en metros cúbicos por segundo. 

606. Una bomba de incendios ha de lanzar 10 1/s, a una 
altura de 27 m. Su manejo requiere el empleo de 20 hombres. 
Las resistencias pasivas consumen un tercio de la potencia em- 
pleada y se desprecia la resistencia del aire. Determinar la po- 
tencia desarrollada por cada hombre. 

807. Dos bombas elevan 5940 1. de agua por minuto a una 
altura de 25 m. Una de las hombas consume 15 CV. con un'ren- 
dimiento de 0,8 ; la otra 30 CV. ¿Cuál es su rendimiento? 

608. ¿Qué resistencia vence un buque de vapor cuya má- 
quina desarrolla 6000 CV., sabiendo que recorre 12 */, millas 
por hora? (Una milla marina = 1850 m.). 

609. Se monta una fábrica en la orilla de un rio. Constru- 
yendo un canal se puede aprovechar un salto de 1,8 m. de caída. 
La fábrica necesita 45 CV. y ha de utilizar una turbina de 80 Y 
de rendimiento, Determinar el caudal que habrá de derivarse 
por el canal. 

610. En una corriente de agua que lleva 144 h!. por hora 
se monta una turbina con un salto de 3 m. La turbina tiene 
un rendimiento de 0,85 y trabaja diariamente sólo una hora; 
en el resto del tiempo el agua se acumula en un depósito de 
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reserva para ser empleada durante las horas de trabajo. Hallar 
la potencia que puede desarrollar la turbina. 

611. Un automóvil de 800 kg. de peso, incluida la carga, re- 
corre en tres horas 120 km. de carretera con 400 m. de desnivel. 
El coeficiente de resistencia del piso es 1/50. Las resistencias del 
mecanismo absorben el 30 Y, de la potencia. Hallar ésta en CV. 

612. Un automotor que tiene (descontando las resistencias 
del mecanismo) 4 CV. de potencia sube con una velocidad de 
5 m/s. una rampa de 5%. El peso del coche es 600 kg. Hallar 
el coeficiente de resistencia x del piso. 

613. Un automotor de peso G recorre una rampa de « grados 
con una velocidad determinada. En horizontal puede arrastrar, 
además, un remolque de peso (5, conservando la misma veloci- 
dad. Determinar G, siendo x el coeficiente de resistencia del piso. 

614. El peso motor de un reloj es de 300 gr. y baja 120 cm. 
en 24 horas. Determinar la potencia consumida por el reloj 
y la que será necesaria (en kgm./s.) para darle cuerda suponiendo 
que la maniobra se efectúa en medio minuto y las resistencias 
del mecanismo absorben */, de la potencia empleada, 

615. Una máquina de 4 CV, y rendimiento y = 0,8 eleva 
una carga de 80 £ a lo largo de un plano inclinado 10” respecto a 
la horizontal. El coeficiente de resistencia del camino es 1/40. 
Determinar el tiempo que transcurre (en minutos) hasta que 
la carga está 5 m. más alta que el punto de partida. 

616. Una máquina de vapor de 10 CV. acciona una bomba 
que eleva en 12 horas 8640 hl. de agua a una altura de 30 m. 
Determinar la potencia consumida por las resistencias de la 
bomba y su rendimiento. 

6817. El vapor de un cilindro de doble efecto tiene una pre- 
sión media de 5 at. (1 at. = 1 kg./cm.?). El émbolo tiene 20 cm. 


de diámetro y 40 cm. de carrera y 

la manivela da 100 revoluciones por ¿ —= 
minuto. Hallar la potencia N (indi- 

cada) de la máquina en CV 


618. Una máquina de 
vapor cuyas características 
son : d =30 cm., p (presión) 
=:4 at. = 4 kg./cm, rendi- 
miento 7 =0,7, se emplea 
para elevar una carga Q por 
medio del mecanismo repre- 
sentado en la figura. La 
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velocidad de elevación ha de ser y= 0,215 m/s. Caleular las 
revoluciones (por minuto) n, n, de la manivela y del tambor 
del mecanismo, la potencia N de la máquina y la carga Q. 

619. En la construcción de un camino hay que ejecutar en 
un día una trinchera que exige un desmonte de600 m2 de tierras. 
Las tierras han de cargarse sobre vagones cuyo borde por término 
medio está 2 m. sobre el suelo. Determinar el número de obreros 
que serán necesarios para la carga (sin contar con los empleados 
en arrancar la tierra) suponiendo que cada obrero desarrolla 
una potencia media de 2 kgm./s., que la jornada es de 10 horas 
y que el peso específico de las tierras. y es 1,5 (kg./dm.>). 

620. Para elevar una carga se emplea un motor de 80 CV 
la velocidad de maniobra debe ser 1 m. por minuto, el rendi- 
miento 0,8. Determinar la carga, 

621. Un estanque de 5000 m.2 de capacidad debe vaciarse 
con una bomba, cuyo rendimiento cs 0,8, accionada por un 
motor de 2 CV. El agua debe elevarse a 3 m. de altura. Hallar 
«l tiempo que se necesita para vaciar el estanque. 

622. En el malacate del problema 344 trabajan cuatro 
hombres. Elevan una carga Q = 400 kg. en 50 segundos a una 
altura de 3 m. Las dimensiones y rozamientos son los mismos 
que en aquel problema. Calcular : a) el número de revoluciones n 
del malacate; 5) la potencia N que desarrolla cada hombre te- 
niendo en cuenta la rigidez de la cuerda y el rozamiento en los 
gorrones del tambor y de la polea. 

623. Una polea de radio R= 0,8 m. en cuyo perimetro 
actúa la resistencia Q = 20 kg. se mueve por medio de una ma- 

nivela de longitud r= 20 cm.; la fuerza mo- 

€ triz K es horizontal. El radio de los gorrones del 

eje de la rueda es r, =4 cm., la presión sobre 

los cojinetes es D= 80 kg. y el coeficiente de 

rozamiento f, =0,08. Determinar la fuerza K 

constante que será necesaria para que las con» 

diciones del movimiento sean las mismas des- 

pués de cada vuelta, y determinar, además, el rendimiento. 

624. Una carga Q = 250 kg. debe elevarse 80 cm. por me- 
dio de un tornillo de filete rectangular. Se dan : el radio del tor- 
nillo 7 = 3 cm., el brazo de la potencia R= 30 cm., el paso del 
tornillo k = 0,988 cm. y el coeficiente de rozamiento f = 0,06, 
Determinar la potencia k necesaria para elevar la carga, los 
trabajos desarrollados por la fuerza k, la carga y el rozamiento, 
y, finalmente, el rendimiento. 
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625, Una polea de transmisión de radio r=0,5 m. da 
n = 40 revoluciones por minuto, y la tensión máxima S, de la 
correa puede llegar a 125 kg. Determinar : a) la fuerza máxima 
K que puede transmitir Ja correa (coeficiente de rozamiento 
f = 0,28, arco abrazado a = 2); b) la potencia máxima N que 
puede transmitirse ; c) la potencia que se pierde por el rozamiento 
de los gorrones del eje de la polea en sus cojinetes, siendo el 
radio de los mismos r, =5 cm., su coeficiente de rozamiento 
/f,=0,1 y su presión D > 

626. Un árbol de transmisión, de hierro, tiene 0,2 m. de 
diámetro, 200 m. de longitud y da 30 rev. por minuto. El roza- 
miento en los cojinetes vale 0,05 del peso del árbol. Determinar 
la potencia consumida por cl rozamiento. (Peso específico del 
hierro x 7,8 kg./dm.3). 

627. Para pulír un suelo de mosaico se emplea una piedra 
de pulir de 40 kg. de peso que un obrero mueve, de modo que 
diez veces por minuto recorre 1,20 m. hacia un lado y otro 
tanto hacia el opuesto. El coeficiente de rozamiento entre el 
suelo y la piedra vale 0,3. Hallar la potencia desarrollada por 
el obrero. 

628. Ll caudal de un salto de agua es 400 1/s. y la altura 
de caída 3 m. La rueda que recoge la energía pesa 4000 kg. 
y da 15 rev. por minuto. Los gorrones de apoyo del eje de la 
Tueda tienen 24 cm. de diámetro y el rozamiento de los mismos 
en los cojinetes consume 3 0%, de la potencia disponible. Hallar 
el coeficiente de rozamiento de los gorrones. e 

629. La maza de un martincte para hin= 
car pilotes pesa 300 kg. y para efectuar el 


trabajo se eleva cada minuto a una altura de 5) 
8 m. Cada uno de los obreros tira de una 
cuerda S,. La pérdida debida a las resisten- ES 


cias de la polea vale 10 %,. Calewlar el núme- 
ro (x) de obreros necesario, suponiendo que la Al 
potencia de cada hombre equivale a 8 kgm./s. 

630. Un cabrestante 
colocado en C que tiene 
N=20 CV. de potencia £, 
arrastra con movimiento 
uniforme tres vagones de 
4000 kg. de peso cada uno 
a lo largo de una vía ABC. Se dan s, = 100 m., s,= 300 m., 
0, =30%, 2, =15" coeficiente de resistencia de los vagones 


A 
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sobre los carriles » = 1/200. Se prescinde de la rigidez del ca- 
ble. Calcular el tiempo £ invertido en recorrer el camino ABC. 

631, Un ciclista y su bicicleta pesan G kg. Al bajar con rueda 
libre una calle inclinada «a, la recorre con movimiento uniforme 
venciendo las resistencias del camino y del aire (que deben cal- 
cularse en la forma de coeficiente f x carga normal). El mismo 
ciclista sube después una rampa $ con una velocidad de C km. 
por hora dando a los pedales, cuya manivela tiene r m. de lon- 
gitud, n revoluciones por minuto. Determinar la fuerza K cons- 
tante que el ciclista desarrolla sobre los pedales y la potencia 
que desarrolla en CV. 

*632. Se conocen los siguientes datos de un ferrocarril fu- 
nicular : inclinación de la vía « ; pesos de los vagones G, y Ga; 
peso del cable por unidad de longitud q ; diámetro del cable d ; 


longitud del cable (sin el trozo ACB) 1; radio de la polea motriz 
R; radio de los gorrones del eje de la polea r; y, finalmente, todos 
los coeficientes de rozamiento y resistencia. El movimiento es 
uniforme. Calcular el trabajo que ha de aplicarse a la polea 
siendo inicialmente x nulo y creciendo hasta 1. 
*633. Un punto P de masa M cuya posición inicial es A 
y cuya velocidad inicial es cero, es atraído por un punto O con 
una fuerza K = kr, siendo k una constante. Calcular el trabajo 
A desarrollado por la fuerza varia- 
+ ble K mientras el punto se desplaza 
H 1 hasta O. ¿Para qué valor de r es má- 
4——— 0 xima la potencia? ¿Qué valor tiene 
esta potencia máxima Emir? 
*634. Un punto M que sólo puede moverse sobre una recta 
y es atraido por un punto exterior O con una fuerza K = k/r? 
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siendo OM =r. El punto M se des- 2 My 

plaza desde el infinito hasta el punto M, la, 

siendo OM, = a. Calcular el trabajo A d 

desarrollado por K. Problema 634 
*635. Un punto M que se mueve Mm 


sobre una circunferencia es atraído por 

un punto C de la misma, con una fuerza 

inversamente proporcional al cuadrado 

de las distancias, Determinar el tra- “—z 0 
bajo desarrollado por la fuerza de 

atracción cuando el punto se desplaza 

de My a M,. 

636. El dinamómetro de correa de Hefner-Alteneck sirve 
para determinar la potencia de una transmisión, y se coloca 
entre la máquina motora y la movida; se compone de dos poleas 
fijas, Ay, Az de diámetro d y una polea mayor B montada sobre 
una palanca H,. Sobre esta polea se arrolla la correa que efec- 


túa la transmisión y « es el arco de adherencia que se mantiene 
constante por medio de los rodillos-guía R. La resultante de 
las cuatro tensiones de correa que actúan en B y que la em- 
pujan hacia abajo se contrarresta por intermedio de las palan- 
cas H,, H, con el peso G, de modo que, en la posición de equi- 
librio, el punto M debe estar situado en la recta 0,0,. Hallar 
la potencia transmitida, conociendo G y el número de revolu- 
ciones n que da B. 


29. Momentos de Inercia polares de superficies y masas planas 
*637, Calcular el m, de i. (momento de inercia) polar de 
un triángulo isósceles, de base b y altura h, respecto al vértice. 


638. Calcular el m. de i. polar, de un polígono regular de 
área F, lado s y apotema A, respecto al centro. 


8. WrrrexsavER: Problemas de Mecánica. L. 
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639. Calcular el m. de i. polar de un triángulo de área F' 
y lados a, b, c, respecto al vértice A de intersección de h y e. 

*640. Hallar el m. de i. polar de un círculo respecto a un 
punto cualquiera de su perímetro. 

641. Los centros de dos círculos 
de radios R y r distan e entre sí. 
Determinar la distancia x de O a Q, 
bajo la condición de que ambos círcu- 
los tengan, respecto a 0, el mis- 

Y mo m. de i. polar. 

Cl A 642. Un rectángulo variable OBAC está 
adosado a los ejes de un sistema rectangular. 
Hallar el lugar geométrico de los puntos A de 

1 todos los rectángulos que tieñen respecto a (O 
e: el mismo m. de i. polar. 

643. Hallar el m. de i. polar de un arco de circunferencia 
de radio r y ángulo central 2 « respecto al punto medio del arco. 

*644. Hallar el m. de i. polar del área F de una elipse res- 
pecto al centro y a los extremos de sus ejes 2a y 2b. 

4, *645, Hallar el m. de i. de una va- 

a ¿ rilla AB=l respecto 'a un eje x nor- 

mal a ella y distante a y b de sus 

Y 8 extremos. 

646. Se distribuye la masa M de una varilla delgada y 
uniforme de modo que 2M/3 se acumula en su c. d. g. $ y M/6 
en cada extremo. Demostrar que el m. de i, polar de estos tres 
puntos respecto a otro cualquiera, es igual al de la varilla. 

647. La masa M de una superficie plana 
se distribuye de modo que en los puntos A 
y E se acumulan, respectivamente, las masas 
m, = J Jal, m, = J,/bl y en el centro de gra- 
vedad S el resto, a saber: m, = M— (m,-+ Mg). 
Se tiene l=a+b y J=m. de i. polar 
de M respecto a $. Demostrar que las masas m,, Ma, m, tienen, 
respecto a cualquier punto del plano, idéntico m. de i. polar 
que la masa M distribuida en toda la superficie, 

648. La masa M de una superficie plana se distribuye en- 
tre tres puntos cualesquiera A, B, € y el e. d. g. S. A los primeros 
se les asignan masas : 


Jisena _LsmB Jseny 
are MENTA 


m= 
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siendo J, el m. de i. polar de M respecto a S. Además ; 
a=3CSB, B=xX% ASC, y=<XBSA 


l=asena + bsen f + cesen y. 
En el c. d. g. queda la masa restante : 
m, = M— (Mm, + My + My). 


Demostrar que el conjunto de estos cuatro puntos tiene, rus- 
pecto a cualquiera del plano, el mismo m. de i, que la masa 
plana dada M. 

(Obsérvese, en los tres últimos problemas, que los puntos 
de distribución tienen el mismo c. d. g. que las masas dadas). 


30. Momentos de inercia de los cuerpos 


649. Una barra de peso G y longitud 1 tiene, respecto a dos 
ejes normales a ella y que pasan por sus extremos A y B, los 
m, dei. J, y J,. Hallar la distancia x del c. d. g. de la barra a 
su punto medio. 


*650. Calcular el m. dei. de una 
varilla delgada de masa M y longi- $ 4 
tud | respecto al eje x= que forma x 


un ángulo y con la varilla. 

651. Un paralelepípedo recto de aristas a, b, c tiene un 
peso especifico y. Hallar su m. de i, respecto a la arista c. 

652. Calcular el m. de i. de un prisma recto cuya base es 
un polígono regular de n lados, primeramente respecto a su eje 
geométrico (Jp) y después respecto a una paralela cualquiera a 
las bases que pase por el e. d. g. (J,). 

*653. Calcular los m. de i. de una pirámide recta, de masa 
M, base rectangular ab y altura h, respecto a los siguientes ejes : 
a) eje geométrico de la pirámide (Jp); b) línea que pasa por el 
€. d. g. en dirección paralela a la arista a (J,); c) arista a (Ja); 
d) paralela a la arista a trazada por el vértice (Jy). 

*654. Calcular los m. de i. de un cono circular recto de al- 
dura h y radio de la base r, respecto a los siguientes ejes : a) eje 
del cono (J,) ; b) recta que pasa por el vértice normal al eje (J,) ; 
c) recta que pasa por el c. d. g. normal al eje (Jp). 

*665. Hallar el m. dei. .J de un tetraedro regular de arista a 
respecto a ella. (Densidad 4). 
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*656. Hallar el m. de i. de la superficie lateral de un tronco 
de cono recto (R y r radios de las bases), de masa M uniforme- 
mente distribuida, respecto al eje del tronco. 

*657. Hallar el m. dei. de una superficie esférica de masa M 
uniformemente repartida, respecto a un diámetro (radio = r). 

658. Una superficie semiesférica tiene repartida uniforme- 
mente la masa M. Determinar el elipsoide de inercia de esa 
masa respecto al centro de la esfera (radio = r). 

*659. Calcular el momento de inercia de un tronco de cono 
récto, homogéneo respecto a su eje (masa M ; radios R y r). 

*660, ¿Qué valor tienen los momentos principales de inercia 
de un paraboloide de revolución (altura h; base a? 71) respecto 
al vértice? 

*661. Hallar los momentos principales de inercia de un 
elipsoide de revolución respecto al centro (2a = eje de giro). 

662. J,, J,, J, son los m. de i. de un cuerpo respecto 
a tres ejes rectangulares. Demostrar que uno cualquiera de 

ellos es menor que la suma de los otros 

y AX dos (Routh). 
hr 663. Un anillo de sección rectangular 
tiene las dimensiones R, r, a, indicadas en 
la figura. El m. de i. de este anillo respecto 


al eje x debe duplicarse al crecer R de R 
a R,. Hallar el valor de R,. 

y 664. Hallar el m. de i. de un anilto 
muy delgado, de radio a y masa M res- 
pecto a un eje + que forma un ángulo « 
con el plano del anillo. 


665. Determinar el m. dei. de 
un volante respecto al eje x, sien- 
do sus dimensiones las siguientes : 
R=2m., a=0,4 m., b==0,2m., 
8 cm., 1, =0,4 m., 7 =0,2 m., 
0,4 m., peso específico y = 
7,5 kg./[dm.2 

656. Calcular el m. de i. res- 
pecto al eje x de dos bolas que hacen 
de volante, y, además, el de sus bra- 
zos y cubo, partiendo de los datos 
siguientes: R = 58 cm., a= 10 cm., 
B=10cm., 1, =8cm., r=5cm., 0 
1 em., peso específico y =7,6 kg./dm.3 
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*667. Determinar el m. de i. de un elipsoide cuyos semiejes 
son a, b, c respecto al eje 2a. 

*668. Hallar el m, de i. de una película de elipsoide infinita- 
mente delgada, comprendida entre dos elipsoides semejantes, 
respecto al eje 2a (Routh). 

669. Hallar un elipsoide que respecto a todos sus diámetros 
tenga los mismos m. de i. que un cuerpo de igual masa respecto 
a las mismas rectas (Legendre). 

670. La densidad de un elipsoide cuyos semiejes son A, B, € 
disminuye en razón inversa a la distancia del centro, siendo las 
capas de igual densidad elipsoides semejantes. Hallar el m. de i. 
respecto al eje 24. 

*671. La masa de una varilla que gira 
alrededor de un eje vertical debe reducirse al 
extremo A. ¿Dónde se elegirá el eje (x= ?) 
para que la masa reducida de la varilla sea 
mínima, y cuál será el valor de esta masa? 

672. Una esfera está unida con un brazo 
a un eje vertical alrededor del cual gira. Se 
reducen las masas M, del brazo y Mz de 
la esfera a su centro O y la masa reducida resulta ser Mp = 
M, + My. ¿En qué relación están l y 1? 


31. Energía cinética o de movsmiento 


673. Hallar la energía cinética de un proyectil que pesa 
600 kg. y lleva 400 m./s. de velocidad. 

674, Hallar el trabajo desarrollado en el choque de dos 
trenes de 120 t. y 300 t. de peso y cuyas velocidades respectivas 
son 25 m./s. y 15 m./s. 

675. El número de revoluciones de un árbol cilíndrico de 
peso G y radio r es de n por minuto. ¿Cuál es su energía cinética? 

676. Determinar en cuánto se altera el número de revolu- 
ciones n del problema anterior si, conservándose la misma energía 
cinética, el eje de giro se descentra 1/10 del radio. 

677. Un cuerpo cilindrico posee un movimiento helicoidal 
alrededor de su eje ; a es el ángulo de inclinación en la superficie 
lateral del cilindro, ¿Qué variación ha de experimentar a (a, = ?) 
para que la energía del movimiento helicoidal descienda al 1/n 
de su valor, conservándose la misma velocidad angular «? ¿Cuál 
es la máxima fracción de la energía inicial que puede sustraerse 
al movimiento, disminuyendo « y conservando «w? 
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678. Una esfera de 50 cm. de radio y peso específico 
y =7,8 kg./[dm. da n =120 revoluciones por minuto alrededor 
de un eje que pasa por su centro. De la energía que posee, cede 
al exterior 2464 kgm. ¿cuántas revoluciones (2) seguirá aún 
dando la esfera? 

679. Una esfera de radio r da n revoluciones por minuto, 
¿En qué se convertirá n si el radio disminuye en la magnitud ó 
sin que se alteren ni el peso ni la energia de la esfera? 

680. La envolvente de una esfera hueca, cuyo espesor 
Ó <= r/100, designando r el radio exterior, gira alrededor de un 
diámetro, dando n revoluciones. El interior de la esfera se llena 
de arena, cuyo peso especifico es la mitad del de la envolvente, 
¿Cómo variará el número de revoluciones, conservándose cons- 
tante la energia? 

681. Un árbol de [=4 m. de longitud y d=10 em. de 
diámetro da 20 vueltas por minuto. Se acopla, sin choque, a 
otro árbol de l,=6 m. de longitud y d, =8 cm. de diámetro, ¿Cuál 
será el número de revoluciones que dan los dos ejes acoplados? 

682. Determinar la encrgia cinética de un cilindro circular 
de radio r y peso G, girando alrededor de una de sus generatrices 
a razón de una vuelta por segundo. 

683. Un prisma de madera tiene sus tres aristas perpendi- 
culares entre sí, siendo a =30 em., b= 20 cm., c= 10 em., 
y Bira alrededor de la arista a dando n = 100 vueltas por minuto. 
Calcular la energía cinética T del prisma. (Peso especifico 
7 =0,5 kg./dm.3). 

$84. Un proyectil tiene la forma de un cuerpo de revotu- 


ción cuyo meridiano se representa en 
71 la figura. La velocidad en la dirección 
LA % del eje es e y da alrededor del mismo n 
revoluciones por segundo. El peso espe- 
cáfico es y. Calcular la energia cinética T del 
proyectil. 
685. El giro de un cuerpo alrededor de 
uno de sus ejes de gravedad A se sustituye 
por dos giros alrededor de los dos ejes A, 
y Az, igualmente distantes del A. Determi- 
nar a con la condición de que quede inalterable, con el cambio, 
la energía cinética del cuerpo. 
686. Un cono circular recto (masa M, altura h, radio de la 
base r) da n revoluciones por minuto alrededor de una de sus 
generatrices, Calcular su energia cinética. 
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687. Un cono circular recto (masa M, altura h, radio de la 
base r) rueda con movimiento uniforme sobre un plano hori- 
zontal y transcurren r segundos hasta que vuelve a su posición 
inicial. ¿Cuál será su energía cinética? 

688. Los extremos 4 y B de una varilla uniforme de lon- 
gitud A 4 B = 21 se mueven sobre dos rectas perpendiculares. Cal- 
cular la energía cinética correspondiente a la posición de la va- 
rilla determinada por el ángulo y que forma con el eje Ox, 
siendo » la velocidad de A 

*689. El mecanismo representado en la figura se compone 
de la manivela OA y de la barra BC 
cuyo punto medio A está articulado con To 
aquélla; los extremos B y C recorren *% YA 
guiados los ejes 1 rectangulares. Se tiene 
OA =AB=AC. Se desea reducir al do 
punto A, las cuatro masas M,, My, My, My 0 
de las correderas y de la barra. ¿En 
que relación deben estar estas masas para que 
la reducida al punto Á sea independiente de q? 

*690. Dos discos elipticos congruentes 
giran alrededor de sus focos 0, y Oz per- 
maneciendo siempre en contacto. Reducir 
al foco A, del primer disco, ta masa M del 
segundo. 


2. Dinámica del punto material 


691. Una placa horizontal plana cae verticalmente con una 
aceleración constante w := 4 m sí, Sobre ella descansa un peso 
de 10 kg. Hallar la presión que el peso ejercerá sobre la placa 
durante el descenso 


692. Dos cuerpos pesados 
€, G, unidos entre si con un híto 
pericctamente flexible resbalan 


sobre dos planos inclinados x y $ res. 
pecto a la horizontal, Determinar la 
aceleración del movimiento, teniendo 
en cuenta la resistencia del roza- 
miento (f == coef. de rozamiento) 
693. Dos pesos iguales G están 
sujetos a los extremos de un cordón 
guiado sobre una polea rugosa de 
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Y igual peso G y radio r. Hallar la acelera- 7 
ción w del movimiento y las tensiones Sy, 

S, del cordón, teniendo en cuenta el ro- 

zamiento f sobre el plano borizontal. 

9 691. De un aparejo o polipasto cuel- 

6 gan los pesos G y G,. Determinar la ace- 
leración w de G; prescíndase del peso de las poleas 
y de la cuerda. 

695. Determinar la aceleración w con que 
baja, en el polipasto adjunto, el peso G cuando se 
eleva el G,. 

696, Determinar la tensión $ del hilo 
de suspensión de un péndulo simple de 
S longitud l en función del ángulo de des- 
viación q, siendo G el peso y conocidas las condi- 
ciones iniciales v ==», para y = Pp. (Prescíndase del 

$ peso del hilo.) 

697. Un punto material está colgado de dos puntos situados 
a igual altura por medio de dos hilos de igual longitud inclina- 
dos a respecto a la vertical. Demostrar que al cortar uno de los 
hilos, la tensión del otro varia instantáneamente en la relación 
1:2 cose. 

698. Un cuerpo está colgado (véase el problema anterior), 
de dos hilos cuyas inclinaciones respecto a la vertical son a y Bf. 
Demostrar que, si se corta el segundo hilo, la tensión en el pri- 
mero varía instantáneamente en la relación. 

sen f 
sen (a + $) cosa 

*699. Un punto material m está colgado de un punto fijo 
por medio de un hilo elástico cuya longitud sin carga es l, y cuya 
constante de alargamiento es k. Si en la posición de equilibrio 
para la cual la longitud del hilo es l, se separa el punto ligera- 
mente de su posición, demostrar que la duración de las oscila- 
ciones es ; 


Problema 695 


(Lamb). 


es decir, que ¿—1, es la longitud del péndulo matemático de 
igual periodo. (Véase problema 21.) 

*700. Un punto material de masa M está sujeto a un alam- 
bre ligero sujeto en dos puntos con una determinada tensión $; 
a y b son las distancias del punto a los extremos del alambre. 
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Demostrar que el período de las pequeñas vibraciones transver- 


sales de M vale: 
Mad 
T=2x V ETA 


*701. Dos puntos de igual masa m están simétricamente 
colocados y sujetos a un hilo cuya ten- 
sión es S. Hallar el periodo de las vibra- PH A44 
Ciones transversales de ambos puntos. 

*702. Un punto de masa m cuelga del punto fijo O por medio 
de un hilo de longitud a ; de m a su vez, cuelga un segundo punto 
de masa m' por medio de un hilo de longitud 5. Determinar los 
períodos de las oscilaciones de ambos puntos cuando se desvían li- 
geramente de la vertical. 

*703. Un pequeño cuerpo de masa M carga sobre el punto 
medio de una viga horizontal libremente apoyada de luz! (prescin- 
dir de la masa de la viga). Demostrar que la rigidez de la viga es: 

Me 
EJ = mm 
siendo 7 el período de las vibraciones verticales de M. 

*704, Un punto material está colgado de dos puntos A y B 
situados a igual altura por medio de dos hilos elásticos cuya 
longitud sin tensión es a. En la posición de equilibrio el punto 
dista h de la horizontal que une los puntos de sujeción y la lon- 
gitud de cada hilo es !. Desviando el punto ligeramente de 
su posición de equilibrio paralelamente a la línea que une los 
puntos de suspensión, realiza pequeñas oscilaciones a uno y 
otro lado de dicha posición. Demostrar que su período es el mismo 
que el de un péndulo matemático de longitud : 


L, =D) 


Pia * 


*705, Designando, en el problema anterior, por 2c la dis- 
tancia de los puntos de sujeción entre sí y desviando el punto 
material verticalmente de su posición de equilibrio, realiza 
también pequeñas oscilaciones, 

Demostrar que su periodo es el mismo que el de un péndulo 
matemático de longitud 


heda) 
La A Fa (Love). 
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=706. Un cordón flexible que pasa por una 
l polea, lleva en sus extremos dos pesos P y Q. 
y El segundo resbala a lo largo de una barra per- 
fectamente pulida. Hallar la velocidad de Q en 
función del camino y suponiendo que en el 
instante inicial z=0 y Q está en reposo. La 
polea debe considerarse como muy pequeña, 

707. Dos puntos materiales G y G, están 
unidos entre sí por dos hilos inextensibles de Jon- 
gitudes a y b y sujetos a un punto fijo O. El sis- 
tema gira alrededor de la vertical que pasa por O 
con una velocidad angular constante 0. Deter- 
minar la magnitud de tos ángulos y4 y y en la po- 
sición de equilibrio y las tensiones S, y Q, en los 
dos hilos. 

708. El movimiento de una polea de ra- 
dio R a la cual se arrolla un hiso flexible que 
sostiene un peso G, se frena con un disco de 
radio a sobre cuya llanta rugosa (coeficiente 
de rozamiento /) se arrolla una cuerda su- 
jeta en 4 y de cuyo extremo libre cuelga 
un peso G igual al anterior. Determinar la 
aceleración w del peso G siendo e = Ri, 
r (radio del gorrón)=RR/10, f, (coeficiente de 
rozamiento del mismo) = 0,1. 

*709, Un cable uniforme y perfectamente flexible está 
colgado de un clavo perfectamente liso. Demostrar que, en el 
movimiento que toma al separarlo ligeramente de su posición 
de equilibrio, la velocidad que lleva al abandonar el clavo esy/ ag, 
siendo 2 a la longitud del calle 

*110. Una cadena pesada y perfectamente 
flexible de longitud ACB = 2a se coloca sobre 
dos planos inclinados en cuyo vértice C va una 
pequeña polea. La cadena está inicialmente en 
equilibrio. Dándole una pequeña sacudida, la co 
dena reshala a la derecha hacia abajo. Determenar 
la velocidad de la cadena en el vastante en que 
el extremo A llega a C (Poisson). 

711. Enlos extremos de dos cuerdas sin peso, 
arrolladas sobre la rueda (radio r) y el tambor 
Y [5 — (radio 7,) de un torno sencillo, cuelgan los pesos (; 
Hs 6  yG, Bajo suacción el torno gira hacia la derecha. 
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Determinar la aceleración angular A, de "este movimiento, el 
tiempo f que tarda G, en descender una altura h, y, además, 
las tensiones S y S, que sufren ambas cuerdas. (Se prescindirá 
de la masa del torno.) 

*712, ¿Qué variación sufrirán los resultados del problema 
anterior teniendo en cuenta la masa del torno? 

*713, Sobre una polea de radio r se arrolla un hilo flexible 
de longitud 1 ra, que pesa y por unidad de longitud. En los 
extremos del hilo cuelgan dos pesos G y G,. El 


mayor de ellos, G,, se encuentra al principio en 
su posición más alta (1= 0) y desciende a su (oy 
posición más baja (x=1) a la que llega con una 
velocidad v,. Averiguar la aceleración w de este e 
movimiento teniendo en cuenta el peso del hilo, 
pero prescindiendo de la masa de la polea, y Ue tl6, 
hallar, además, v, y las tensiones del hilo en A 
y en B para una posición cualquiera x del hilo, 
*714, Alrededor de un árbol cilíndrico de ra- Ya 
dío r = 5 em. y peso G, = 2 kg. se arrolla com- 
pletamente una cuerda de longitud ¿=10 m. que 
pesa q =0,14 kg. por metro de longitud y que 6 
lleva colgado en su extremo un peso G = 10 kg. 
El árbol Neva fija una rueda de radio * = 10 cm. que pesa 
G¿=20 kg. Hallar la velocidad final del peso G en el movimiento 
que se produce al desarrollarse la cuerda. 
*215, Uncilindro de peso Gestá apoyado 
en Á y en B sobre dos resortes iguales cuya 
fuerza elástica viene dada por la fórmula : 
F,=k (f—1) 
siendo 1, la longitud del resorte cargado, ly 
la longitud del resorte descargado y k una 
constante. Un émbolo de peso G, se en- 
Cuentra, al principio, en su posición más 
alta y se sostiene por el aire encerrado en el cilindro. Después, 
se abren dos llaves situadas en C y D, por las que escapa el 
aire y el émbolo baja con una aceleración w, que se mide con 
todo cuidado. Hallar el movimiento del cilindro 
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716. ¿Cómo se podrá distinguir una esfera hueca de otra 
maciza, siendo ambas de igual peso, tamaño y aspecto? 
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0 7117. De un péndulo de bola se conocen: 0. 

a =40 cm,, r =5 cm. Determinar la longitud 0S =x 
que habrá de darse a otro péndulo, que tenga 

la misma bola, para que el periodo de las os- 
cilaciones pequeñas sea el doble. (Prescindir 0 
del peso de la barra.) 

*718. Una barra pesada de longitud l que 
cuelga verticalmente, efectúa pequeñas oscilaciones 
girando alrededor del eje horizontal O. Determinar la 
longitud AO =x bajo la condición de que el período y 
sea el mínimo posible. 

719. Dos varillas ! y 1, están enlazadas perpendicularmente 
entre si y llevan en sus extremos dos pequeñas bolas de pesos 
(G y G,. Las varillas se cuelgan en O de un 
eje vertical que gira con la velocidad an- 
gular w. Hallar el ángulo de desviación p y 
el momento flector en O (que tiende a abrir 
el ángulo recto), suponiendo que 1, =21, 
G,= G/2. (Se prescindirá de la masa de 
las varillas.) 

*720. Dos barras pesadas, de longitudes a 

y b y pesos G y G, están perpendicularmente 
o enlazadas entre sí y giran alrededor de un eje 

vertical sobre el que se apoyan por el punto O. La 

velocidad angular de giro es w. Determinar la rela- 

ción entre w y el ángulo de desviación q. 

dl *721. Una barra AB está articulada en O 
a un eje vertical que gira con la velocidad 
angular w, siendo OA = a, 0B =b. Determinar 
el ángulo de desviación p de la vertical. 

*722. Determinar en el problema anterior el ángulo y que 
a reacción D de la articulación forma con la vertical. 

*723. Dos varillas iguales, de lon- 
gitud 2a y peso G están articuladas 
en O a un eje vertical que gira con 
una velocidad angular «w. En los extre- 
mos A y B se sujeta un hilo de lon- 
gitud 4a del cual pende un peso G,. 
Determinar la relación entre «w y el 
ángulo de desviación y en el movimiento 
de giro (Routh). 
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*724, Una cadena 04 uniforme y perfec- 0 
tamente flexible está colgada del punto O y e 
metida sin huelgo entre dos placas verticales 
perfectamente lisas que pasan por el eje x y 
que giran con él con una velocidad angular w 
Determinar la ecuación de la curva que formará 
la cadena. 4, * 

725. Sobre una varilla sin peso, que puede 


girar alrededor de O, se fijan dos puntos ma- poa po, 
teriales m,, mz a las distancias 1, l, de O. La 
varilla efectúa oscilaciones pendulares alrededor ' 


de O, Hallar la aceleración angular 4 de la varilla y | 
la longitud ! del péndulo simple de igual periodo. Vert 
726. Un cono homogéneo, de peso espe- 
cifico y, gira con una velocidad angular ini- 
cial v,, alrededor de su eje vertical. Este mo- 
vimiento se frena con el rozamiento de un hilo 
que abraza a la polea r y sobre el que actúa 
la fuerza constante K. Determinar el tiempo / 
que transcurre hasta que el cono queda en re- 
poso. (Se prescindirá de la masa de la polea r.) 
727, Sobre los árboles A y B están mon- 
tados das volantes; los árboles giran con 
velocidades angulares «w, y w, y se transmite e 
el movimiento de uno a otro por medio de dos y 
piñones cónicos cuyas cireunferencias primi- 
tivas son de radios r, ra. Sobre el árbol A va 
montada, además, una polea de fricción sobre la que actúa una 
zapata D produciendo un momento de frenado —- M. Determinar 
la aceleración angular negativa 2, del árbol A, siendo Ji, Jo 105 
momentos de inercia de los volantes con sus árboles respectivos. 
*728, Una barra AB de peso G está ar- D 
ticulada en A a un eje vertical que gira con Y 
velocidad angular w. Determinar w bajo la 
condición de que sea nula la 
presión en B de la barra sobre el 
suelo. Determinar la reacción D 
de la articulación y el ángulo y 
6 2 que forma con la vertical. ó a 
*729. Una placa rectangular de peso G está 
enlazada a un eje vertical de modo que A es una 
articulación y B un simple apoyo. Determinar 


a 


o 
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la presión en B cuando el eje gira con una velocidad angu- 

Jar «», conociendo la anchura a y la altura h de la placa. 
*730. Una barra de sección cuadrada 5? y longitud 1 gira 
alrededor de uno de sus extremos O en un plano horizontal y 
experimenta por la resistencia del aire un 


0 ; y Momento de frenado que para una posición 
cualquiera p es proporcional al cuadrado de 
la velocidad angular w y al área expuesta al 


Movimiento aire, es decir, igual a kble?, siendo k un 

coeficiente constante. La velocidad angular 

inicial es y. Hallar w en función de p y el ángulo p en función 
de tiempo (y = peso específico). 

*731. Una placa delgada de dimensiones 


a, h, d (el espesor d es muy pequeño) gira 

alrededor de un eje vertical con velocidad 

inicial «y. El peso por unidad superficial 

es y. Á este movimiento se opone la resis- 

tencia del aire que se supone proporcional al 

cuadrado de la velocidad angular efectiva w 
A 


y a la superficie, Determinar el tiempo T 
que transcurre hasta que la velocidad se 
haya reducido a su mitad. 

*732, Calcular la velocidad angular w, 
en funcion del tiempo, de un aspa de molino 
de viento de la forma de la figura, que ini- 
cialmente está en reposo y que después gira 
alrededor de un eje (diámetro 2r), por la 
acción de un peso G que actúa por medio 
de una cuerda arrollada al eje. La resistencia 
del aire se tendrá en cuenta como en el 
problema anterior. El espesor (muy peque- 
¡ ño) del aspa es d; su densidad q. 

Y *733, Una barra OA =1, de peso G, que 
o puede girar alrededor del punto O, se deja caer 

E Ao libremente desde su primera posición VA, sin 
velocidad inicial. Determinar la aceleración 
A  angularA y la velocidad angular cv en función 
de q, las componentes X e Y de 
la presión en O durante el movimiento, y el án- 
gulo y que forma la presión total D con la barra. 

*734. Un cuerpo pesado puede girar alrededor 

del eje principal de inercia horizontal que pasa 


ho—— el 
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por O, En la posición inicial el cuerpo está en reposo y el 
plano OS que pasa por dicho eje y el c. d. g. es horizontal ; 


OS = a. Determinar el ángulo p que forma con el plano OS la 
presión axial producida por el peso propio y las fuerzas de inercia, 
durante el movimiento (Routh). 

735. Hl regulador de potencia 
de Weiss se compone de dos es- 
feras de peso (7 montadas excén- 
tricamente y a la distancia e del 
eje vertical del regulador que gira 
a razón de n vueltas por minuto, 
Las esferas sostienen la caja del 
regulador de peso Q unida con 
un firante al mecanismo de regulación, Hallar 
la relación entre (w y q. 

736. Un disco circular de radio a y masa M 
yira alrededor de un eje que pasa porsuc. d. g. 
y forma un ángulo + con su normal, con una 
velocidad angular w. El eje está apoyado en 
A,, Az sobre cojinetes. Determinar las reac- 
ciones produ en estos apoyos. 

737. Una masa m se apoya sobre una 
puerta horizontal o trampa a la distancia a 
del eje de giro. La masa de la trampa es M, 
su anchura 2h y el momento de inercia respecto al eje de 
giro MK. Demostrar que la presión que ejerce m sobre la 
trampa en el instante de soltarla es igual a : 

Mm9 Galo 
MEF ma 
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738. Un cuerpo homogénco de longitud 
cualquiera y sección indicada en la figura, 
que: descansa sobre un plano horizontal 
rugoso, se abandona a la acción de la gra- 
vedad. Determinar la aceleración angular 
al iniciarse el movimiento, 

739. A un disco circular pesado, de 
radio a situado sobre un plano horizontal 
rugoso (coeficiente de rozamiento f) se le 
comunica una velocidad angular inicial (y 
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alrededor de su eje y al mismo tiempo se le lanza sobre el plano 
de modo que su c. d. g. tenga una velocidad inicial %. ¿Al cabo 
de cuánto tiempo f, empezará a rodar el disco? Dibujar los dia- 

gramas de las velocidades ,, 0, y aw en función del tiempo. 
A *740. Una varilla uniforme AB = a, de 
Y peso G resbala a lo largo de un suelo liso x 
y de una pared también lisa y. Determinar la 
aceleración angular 4 y la velocidad angular w 
A y dela varilla. Hallar las presiones en A y en B 
Z, durante el movimiento. (Los resultados se 

expresarán en función de p) (Walton). 

741. En el problema anterior ¿bajo qué ángulo y, se sepa- 
rará la barra de la pared? 

742. Una varilla homogénea de longitud 1 está simé- 
tricamente apoyada en los puntos A y B. ¿Cuál deberá 

era ser la distancia 2x entre apoyos para 
que, al retirar el apoyo B, no varíe 

5 A 3 la presión inicial sobre el otro apo- 

yo A? (Walton). 

743. Una varilla homogénea de peso G está apoyada en 
sus extremos. Si se retira súbitamente uno de los apoyos ¿qué 
valor tomará la presión en el otro? 

7244. Un tablero horizontal circular de radio r se apoya en 
tres puntos uniformemente repartidos de su perímetro. Si, de 
repente, se retira uno de los apoyos, ¿qué valor tomarán las 
presiones en los otros dos? (Walton). 

745. Una placa elíptica uniforme, cuyo eje mayor es hori- 
zontal, se apoya por sus dos focos. Si se retira 
repentinamente el apoyo de F,, en general 
variará la presión en el otro, Determinar la 
excentricidad (e) de la elipse para que no 
tenga lugar esa variación (Walton). 

1146. Una placa cuadrada y pesada está suspen- 
dida en dos puntos de su arista superior por medio 
de hilos verticales. Se corta el hilo CD. ¿Qué valor 
inicial tomará la tensión del hilo 
AB? (Walton). pad 

2747, Una barra AB=a, de 
peso G, está suspendida del pun- 
to O por medio de dos hilos de igual longitud a. 
Se corta uno de ellos. ¿Qué valor tomará en el 
primer instante, la tensión en el otro? (Walton). 4 
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748. Sobre un prisma triangular se coloca una cadena fle- 
xible y homogénea de modo que su punto medio caiga en la 
arista superior del prisma. Este se apoya 
en un plano horizontal perfectamente Z 
liso, Determinar la aceleración borizontal 
que debe comunicarse al prisma para que 
la cadena esté en equilibrio. TT A 

4749. Una cuña lisa de peso G y án- 
gulo 2% empuja, separándolas, a dos 
placas de igual peso G,, inicialmente en 
reposo, que se apoyan sobre dos table- 
ros horizontalcs perfectamente tisos. De- 
terminar el movimiento de la cuña y de 
las placas, asi como la presión D que se 
desarrolla entre ellas. 

150. Un rodillo pesado, de radio r, que des- 
cansa sobre un suelo horizontal rugoso, está 
sometido a la acción de una fuerza de tracción K 
que actúa en el perimetro de un eje de radio a 
con una inclinación que forma un ángulo cons- 
tante x con la horizontal. Determinar el movimiento del centro 
del rodillo, ¿Cuál deberá ser el valor mínimo del coeficiente de 
rozamiento para que ruede el rodillo? (Budde). 

*751. El centro de un cilindro circular homogéneo de peso 
G y radio r está unido al punto fijo A por medio de un hilo 
elástico SA cuya tensión, proporcional 
a la longitud, vale k por unidad de la 
misma, Por otra parte, en los extremos 
del cilindro se arrollan hilos inextensi- 
bles que se sujetan a dos puntos fijos 
del suelo, Calcular: a) el movimiento y 
del e. d. g. S; b) la tensión F en cada 
uno de los dos hilos horizontales ; c) el £2£ 
valor mínimo del peso G para que el 
cilindro no se levante del suelo (Budde).. 

*752. Sobre una esfera tija, completamente 
rugosa, de radio b, rueda otra de radio a, par- 
tiendo de un punto muy próximo al B. Deter- %| "d 
minar la presión D y el rozamiento R entre 
ambas esferas en función de y. ¿Bajo qué 
ángulo p se separará la esfera móvil de la 
fija? (Routho. 
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753. Dos rodillos cilindricos, de pesos G, y G,, ruedan sobre 
dos planos inclinados. Sobre ellos se arrolla una cinta flexi- 
Ñ ble e inextensible que pasa por el 
EA vértice de los planos y que está 
sujeta a los rodillos. Determinar 
la tensión S de la cinta y la ace- 
leración 1w con que resbala sobre 

los planos. (Walton). 


754. Una barra uniforme AB = 2a, de peso G, 
se sostiene sobre un plano horizontal en la forma 
que indica la figura. Seguidamente se suelta, que- 
dando sometida a la acción de su peso. Demostrar 
que su velocidad angular v»,, cuando llega a la posi- 
ción horizontel, cumple la condición aw? =¿9c0s «, 
lo mismo si el plano es liso que rugoso, y demos- 
trar también que en ambos casos nunca pierde la 
barra el contacto con_el suelo (Routh). 

*755. La barra A B=2a del problema anterior se apoya so- 
bre un plano imperfectamente rugoso de coeficiente de rozamien- 
to / y se deja también caer desde la posición dibujada. Plantear 
las ecuaciones del movimiento y hallar 
la presión Ay en A al iniciarse el mismo, 

*756. Tres rodillos iguales, lisos, 
de peso G y radio r, se apoyan sobre 
un plano horizontal, también liso, de 
modo que al principio los rodillos in- 
feriores están en contacto. Las varillas 
AB y EC enlazan entre sí a los ro- 
dillos. Determinar la velocidad con que 
llega al suelo el rodillo superior. 

Y *757. Sobre un plano fijo y perfec- 
la tamente liso, cuyo ángulo de inclina- 
ción es a, se apoya una cuña también 

Jisa, de ángulo $, en cuya cara superior 

hay un pequeño peso G, Al principio, 
0 Bestá en A, y G en C, ambos en 

reposo. Seguidamente se supone todo 
el sistema abandonado a la acción de la gravedad. Deter- 
minar; a) el movimiento de la cuña sobre el plano inclinado ; 
b) el movimiento del peso G sobre la cuña; c) la trayectoria 
absoluta del punto G; d) la presión D entre G y la cuña; e) la 
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presión D, entre la cuña y el 
plano inclinado (Euler). 

*758, Una barra pesada 
AB =2a, de peso G, se eleva, 
apoyándose sobre un plano 
inclinado, bajo la acción del 
peso Q. Inicialmente la barra está en reposo y ocupa la posi- 
ción OC. Determinar la velocidad » del peso Q durante su 
caída, en función del ángulo q. 
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759. Un punto de masa m está unido con otros dos de ma- 
sas in” por medio de hilos que pasan por dos pequeñas poleas 
A y B que están en la misma horizontal a la distancia 2a. 
Inicialmente, m ocupa la posición O y está en reposo. Demos- 
trar que, soltando el punto, alcanza de 
nuevo una posición de reposo cuando ha A nñ 
recorrido la altura 

PELEA (Routh). 1 L 

760. Dos puntos materiales de masas M y m están unidos 
entre sí, por medio de un hilo que pasa en A por una polea lisa. 
La masa más pequeña m cuelga verticalmente; la mayor M 
descansa sobre un plano inclinado liso que 4 
forma un ángulo a con la vertical. M co- 
mienza su movimiento, resbalando a lo largo 
del plano, sin velocidad inicial, partiendo 
del punto B, situado en la vertical de A. 
Demostrar que el punto M efectúa oscila 
ciones de amplitud 


x= BB —= MSM—=mhcosa 
=BB= 


mM Peoga 


ea. 


siendo h= BA y cumpliéndose la condi- 
ción M cosa < m < M (Routh). 

*761. Entre dos puntos fijos O, y 0, distantes a entre sí, 
hay un punto móvil a la distancia a/4 de 0,, inicialmente en 
reposo. Los puntos O, y Oj atraen al punto móvil con fuerzas 
proporcionales a las distancias, siendo k la atracción a la unidad 
de distancia de O, y 2k la atracción a la unidad de distancia de 
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O;. Hallar la posición más próxima M de reposo del punto mó- 
vil y los trabajos A, y Az de las fuerzas de atracción entre ambas 
posiciones de reposo M, y M. 

*762. Tres puntos m, de igual masa y fijos atraen a un 
punto móvil de masa m, situado en el eje de simetría del sis- 
tema, con fuerzas directamente proporcionales a las masas y a 
las distancias respectivas. La atracción uni- 
taria, esto es, la fuerza de atracción a la 
mala «a me Unidad de distancia entre masas unidad, 

es igual a k. ¿Con qué velocidad llegará el 
móvil m al punto A, sabiendo que inicial- 
mente está en reposo? 

*763. Tres puntos m, de igual 


my 


LS masa, situados en los vértices de un 
de A. triángulo equilátero, atraen a un punto 
0d móvil de masa m, con arreglo a la ley 

de Newton. La posición inicial de re- 
des poso de este punto se halla a la derc- 


0q “ha, en el eje de simetría y a una distancia x muy grande 

(x =00), Determinar la distancia z correspondiente a la 
más próxima posición de reposo del móvil. 

2 764. Una varilla uniforme de longitud 1 puede girar 

alrededor de la articulación O. ¿Qué velocidad habrá que 

»,|| comunicar a su extremo inferior para que la varilla al- 

7” cance la posición horizontal? 

765. Dos varillas homogéneas, de pesos G 

Y y G, y longitudes ! y 1, que pueden girar in- 

lia, tp dependientemente alrededor de la misma ar- 

1 ticulación O caen desde sus posiciones iniciales 

Í de reposo x y %,. Ambas deben llevar en la 

s posición inferior la misma energía cinética. 

¿En qué relación estarán « y a,? 

766. Dos discos, inicialmente en reposo, cuyas periferias 
rugosas son tangentes entre sí, giran rodando uno sobre otro sin 
deslizamiento, debido al rozamiento que se desarrolla entre 
ellos. Después de haber absorbido un trabajo A = 67 kgm. se 
miden sus revoluciones que son n, y ng por minuto. ¿Qué va- 

y] lor tendrán éstas, sabiendo que los discos pesan : 

a G, =120 kg., G¿=30 kg. y que sus diámetros 
son: d,=2m. y d¿=1m.? 

767, Un rodillo, de peso G y sección en forma 

de tres cuartos de eirculo, puede girar alrededor 
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del eje O. Al principio, el radio OA es vertical. El rodillo, que 
inicialmente está en reposo, se abandona a su propio peso. 
¿Cuál será la velocidad máxima que alcanzará el punto A? 

768. Un peso G está suspendido del punto O por 
medio de un hilo elástico. El peso descansa sobre un 
plano de modo que el hilo está sin tensión, Suponiendo 
que se quita el apoyo, determinar : la longitud (x,) que 
baja el peso, y a qué profundidad (x,) quedaría el peso 
en equilibrio. La tensión del hilo es proporcional a su 6 
alargamiento, siendo k la fuerza correspondiente a 772% 
un alargamiento igual a la unidad de longitud. 

769. Un hilo elástico AC tiene uno de sus 
extremos sujeto al punto fijo A ; el otro se fija en 
el punto € de un árbol horizontal de radio r que 
lleva montada una polea de radio R. Esta polea 
leva un cable de cuyo extremo B está suspendido 
el peso G. Determinar el ángulo p que girará el 
árbol (y la polea) hasta el instante correspon- 
diente a la reversión del movimiento. (La fuerza 
elástica del hilo es proporcional a su alargamiento.) 2“ 

770. Un ángulo recto, compuesto de dos 4 
varillas uniformes AC =%a y BC=2b,  ' 
de igual sección, puede girar alrededor del 
punto C. Determinar el ángulo corresnon- 
diente a la posición de equilibrio. Si desde 
la posición A“C'B” se abandona el ángulo 
á su propio peso ¿qué recorrido angular máximo q 
efectuará el lado AC? (Walton). 

771. Determinar la velocidad angular inicial que 
debe tener un árbol hueco de acero fundido, de radios 
R = 20 cm., r = 10 centímetros, y longitud = 3 m., 
para que su energía cinética sea capaz de elevar 
un peso G=10 kg. a una altura kh =5'm. (Peso 
especifico del árbol y = 7,8 kg./dm.?). 

772. Sobre la superficie interior lisa «de una 
semiesfera fija de diámetro d, resbala una barra pe- 
sada de longitud 1 partiendo de la posición inicial 
representada en la figura. Hallar las velocidades que tienen 
sus extremos cuando la barra llega a su posición inferior 
(Walton). 

*773. Jn el cálculo del eje auxiliar de apeo de una locomo- 
tora se presenta el siguiente problema. En el cilindro de vapor Z 


0 


Phao 
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unido rigidamente al bastidor de la locomotora AF, se introduce 
vapor a la presión p = 12 kg./cm.? que empuja hacia abajo al 
émbolo K de diámetro d = 412 mm. ; entonces el eje de apeo 
con su rueda V recorre el seg- 
mento s = 60 cm. y aprieta con- 
tra el carril. De este modo se 
descargan los otros dos ejes en «1 
y F, sobre los cuales insiste el 
bastidor por intermedio de re- 
sortes y éste se eleva, por lo 
tanto, 7 mm. Simultáneamente 
cl émbolo K y la rueda Y expe- 
rimentan el empuje (hacia arri- 
ba) transmitido por el juego de 
ACDF, que lleva un resorte en B. Calcular el reco- 
rrido + partiendo de los siguientes datos : 


Fuerza elástica del resorte en B: F, = Fy + kg 

la fuerza elástica de los resortes en A y F: F=G/2— ky, 
5420 kg. ; k=531 kg. por centímetro de acortamiento. 
y € y, alargamiento y acortamiento de los resortes, 

(G = peso de la locomotora. 

AB 300 mm.; TA 


Fo 


«=500 mm. 
= b= 304 mm. 
(Iz. Briickmann, Z. V. D. L, tomo 47, 1897, pág. 96). 


36. El principio de la energía con resistencias 


[El principio de la energía enunciado en la forma: + Variación de la 
energía cinética = Suma de los trabajos de las fuerzas + es prácticamente 
aplicable solamente cuando las fuerzas se derivan de un potenclal; con 
rozamientos u otra clase de resistencias no puede aplicarse en general. 
Sin embargo, cuando esos rozamientos y resistencias son constantes, el teo 
rema, como slempre que se trata de fuerzas constantes, os perfectamente 
aplicable y suele conducir rápidamente a la solución buscada.! 


A 774. Un trineo, que inicial 
mente está parado cn A, resbala 

€ bajando un camino inclinado res- 

pecto a la horizontal y sigue mar- 

chando sobre la horizontal BC. Determinar el punto C en que 


se parará, siendo conocidos la longitud AB = s y el coeficiente 
de rozamiento f. 
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775. Un cuerpo pesado resbala desde P sobre un plano 
inclinado liso. Llegado al punto A se parte en dos trozos. 
Uno de ellos recorre sobre el plano horizontal 4 B el camino $, 
hasta que, debido al rozamiento, se ” 
para. El otro, resbala sobre el plano 
inclinado AC hasta que también se para 
por causa del rozamiento, ¿Jin qué re- 
lación estarán los coeficientes de roza- L-4 4 
miento f, y f¿ para que sean iguales los A 
recorridos s, y sy? 

776. Un árbol de peso G y radio r da n vueltas por minuto. 
El rozamiento en los cojinetes rebaja este número de vueltas 
a la mitad. Determinar el trabajo (A,) consumido por el roza- 
miento. 

741. Un árbol de radio r = 5 em. que da por minuto n = 40 
vueltas, se deja, a partir de un instante, abandonado a su propia 
velocidad. Determinar las revoluciones que dará aún, hasta 
llegar al reposo, si el coeficiente de rozamiento en los cojinetes 
vale /, = 0,08. 

778. Un peso es lanzado sobre un camino horizontal con 
una velocidad inicial de y = 445 cm./s. El coeficiente de roza- 
miento es /=1/20. ¿Qué recorrido habrá efectuado el peso 
cuando su energía se haya reducido a la mitad? AER 

*779. Un trineo debe recorrer el camino horizontal AB =1 
y después el arco BC (radio r, ángulo 
central a). Se conoce el coeficiente de 
rozamiento f del camino. Determi- 
nar la velocidad inicial sabiendo que 
en C se invierte el movimiento. (No 
se tendrá en cuenta la fuerza cen- 
trífuga.) 

780. Un vagón de ferrocarril, cuyas ruedas tienen 40 cm. 
de radio y los gorrones de sus ejes Á cm. de radio, lleva en 
horizontal una velocidad de 9 m./s. ¿Qué recorrido hará, subien- 
-do una rampa, hasta el reposo, sabiendo que la inclinación es 
sen a = 1/60? (Coeficiente de rozamiento en los gorrones 0,06 ; 
íd, de rodadura, 0,3 mm.). (No se tendrá en cuenta la energía 
de giro de las ruedas.) 

781. Una esfera de radio r que rueda 
sobre un plano horizontal rugoso, Me- 
vando su centro una velocidad inicial v, 
arrastra una barra cuyo peso es igual al 7 
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de la esfera. Hallar el recorrido 2 que efectuarán ambos cuer- 
pos hasta llegar a pararse, suponiendo que los gorrones de la 
articulación A son perfectamente lisos. 

782. Una barra suspendida de O y 0, por medio de dos 
cuerdas paralelas se abandona a sí misma desde la posición ini- 
o a cial indicada en la figura. En A está co- 

locado un pequeño peso G, Cuando la 

los barra Jlega a su posición más baja, se 

sujeta repentinamente; el peso G resbala 

entonces sobre la barra y al llegar al pun- 

to B se para. Determinar el coeficiente de 
rozamiento entre el peso y la barra. 

*783. Una cadena de longitud 1 descansa, 
en parte, sobre una mesa horizontal. rugosa 
(coeficiente de rozamiento = f) y en parte 
cuelga libremente desde el borde de la mis- 
ma. Se deja caer la cadena desde la posición 
(x,) en que se equilibran estrictamente el peso 
y el rozamiento. ¿Qué velocidad MNevará la cadena cuando su 
extremo superior llegue «1 borde de la mesa? 

784, Una esfera de radio r rueda sobre un plano horizontal. 
Su coeficiente de rozamienlo de rodadura es f,. ¿Qué recorrido 
efectuará hasta alcanzar la posición de reposo, sabiendo que 
la velocidad inicial de su centro era c? 

*785. Un cuerpo cilíndrico de radio r 
gira alrededor de un eje vertical dando n 
vueltas por minuto. Se baja de manera que 
su cara inferior se apoye sobre un plano 
horizontal rugoso. ¿Cuántas revoluciones 
seguirá dando a partir del instante en que 
se efectuó el contacto? 


87. El teorema del centro de gravedad 


786. Un hombre que pesa G salta a la orilla del río desde 
una lancha, salvando la distancia s. Determinar el retroceso (s,) 
de la lancha, sin tener en cuenta la resistencia 
del agua. 

787. Un cilindro se apoya en A y B sobre 
resortes y su émbolo experimenta el empuje de 
otro resorte que se ve en la figura. La cámara 
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presión determinada (p por unidad de superficie). Determinar 
el asiento (2) que experimenta el cilindro. 

788. El proyectil de un cañón, situado sobre un plano ho- 
rizontal rugoso (coeficiente de rozamiento /) sale con una ve- 
locidad relativa (horizontal) ». Determinar el retroceso (1) 
del cañón, siendo M su masa y m la del proyectil. 

789. Dos prismas lisos, de pesos G y G, y anchuras 5 y h, 
descansan, tal como indica la figura, sobre una base que es 
también perfectamente lisa. Determinar 2 
el retroceso del prisma inferior hasta el 
instante en que la cara vertical del su- 
perior llega al pie de la base del mismo. y 

*790. Dos puntos materiales de pesos G y G, están situados 
en una misma vertical a la distancia h uno de otro, 121 superior 
G se deja caer libremente sin velocidad inicial ; al mismo tiempo 
se lanza hacia arriba el inferior G, con la velocidad inicial e. 
¿Qué velocidad inicial oy tendrá el e. d. g. del conjunto de ambos 
puntos? ¿Qué tiempo transcurrirá hasta que ese e. d. g. llegue 
a la posición inicial de G,? 

791. Un gimnasta de peso G y que Jleva un peso G, da un 
salto de inclinación «, con una velocidad e. Cuando alcanza su 
mayor altura, lanza horizontalmente hacia atrás el peso G, con 
la velocidad relativa c,. Determinar la velocidad v del gimnasta 
inmediatamente después de lanzar el peso y en cuanto consigue 
aumentar el alcance del salto con dicho lanzamiento. 

*792, Un hombre de peso G salta desde una lancha que 
pesa G, a la orilla del río, haciendo hincapié para procurarse 
una velocidad c. La lancha retrocede, pero tiene que vencer la 
resistencia del agua W = av*, en la que a es una constante y » 
la velocidad variable de la harca. Determinar la velocidad ini- 
cial 0, de la lancha y la que tendrá transcurrido el tiempo ?. 

793. Sobre una circunferencia fija de ra- 
dio R se apoya un disco circular pesado de 
radio r. Prescindiendo del rozamiento, deter- 
minar, sin valerse del cálculo, la trayectoria 

que describirá el punto A, 
cuando se abandona el disco C3) 
27 a su propio peso en el plano 
vertical de ambos círculos. 
794, Una semiesfera, pesada y homo- 
7 777 génea, se coloca sobre un plano horizontal 
Problema 794 liso en la posición indicada en la figura. 
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¿Cuál será el eje instantáneo de rotación al iniciarse el 
movimiento? (Routh). 

A 795. Sobre la superficie horizontal de un 
tablero perfectamente liso se apoya libremente 
un disco, también liso, de radio R. A este 
disco se fija otro de diámetro mitad y cuyo 
peso es la cuarta parte del primero. Se aplica 
ahora al último un par de fuerzas 2KR. 
Determinar la aceleración angular 4 del disco 

Xx y la posición de su polo. 

796. Una placa plana y pesada de forma 
cualquiera se suspende de dos puntos fijos 4 
y € por medio de hilos verticales unidos a 
los puntos B y D de la placa. Al cortar el 
hilo CD ¿qué movimiento efectuará la placa 
en el primer instante? 

*797. Una cuña 4BC de masa M, per- 
fectamente lisa, descansa sobre un plano 
horizontal también liso, Desde el vértice B 
resbala un punto material de masa m. De- 
terminar: a) la aceleración w del retroceso 
de la cuña ; 5) la aceleración absoluta w, del 
punto y la relativa 1, respecto a la cuña; 
c) la trayectoria absoluta del punto; d) la 
presión D desarrollada entre el punto y la cuña; e) la pre- 
sión D, que se desarrolla entre la cuña y el plano horizontal 
(Juan Bernoulli; Euler). 


> 


38. El teorema de las áreas 


1198. Dos puntos de masas m y m' se mueven alrededor de 
un centro de fuerzas. Demostrar que, siendo h y h' las velocida- 
des areolares respectivas, la expresión mAh + má? no varía aunque 
los dos puntos choquen. 

17199. Explicar cómo un gato que cae con las patas para 
arriba, desde suficiente altura, consigue finalmente caer de pies. 

800. Explicar cómo una persona montada en un trapecio 
consigue aumentar la amplitud de la oscilación encogiéndose 
al llegar al punto más alto y estirándose en el punto más bajo 
(Routh). 

801. Sobre una polea se pasa una cuerda continua que 
cuelga libremente. Dos hombres de igual masa se sostienen en 
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la cuerda y están en equilibrio, De repente, uno de ellos empieza 
a subir por la cuerda con una velocidad vy, ¿qué velocidades 
absolutas tendrán los dos hombres durante el mo- 
vimiento? 

*802. Unido a un eje vertical hay un brazo 
horizontal a cuyo largo puede resbalar sin roza- A 
miento una pequeña masa M. Determinar la rola- 
ción entre la velocidad angular w del husillo y la “ 
distancia + de la masa durante el giro, siendo los 
valores iniciales ( =w9 Y Y =4. 

803. Una bolita agujereada, de masa m, puede resbalar 
a lo largo de un anillo circular de alambre delgado y perfecta- 
mente liso, de masa M, radio a, que puede girar libremente 
alrededor de un diámetro vertical. Demostrar que: siendo «» 
y 2 las velocidades angulares correspondientes a los instantes 
en que la bolita se halla en los extremos de los diámetros hori- 
zontal y vertical respectivamente, se verifica la relación 


2 1L.2n 
== m* 

804. Suponiendo que la contracción que experimenta la 
tierra a causa del enfriamiento, se efectúa de modo que el acor- 
tamiento de cada radio r es nr, demostrar que la velocidad 
angular de rotación «w aumenta en el valor 2nw suponiendo 
n pequeño. 

805. Dos trenes de igual masa m se dirigen desde ambos 
polos de la Tierra hacia el ecuador a lo largo de un meridiano, 
siendo iguales los tiempos correspondientes a la salida y llegada 
de los mismos. Demostrar que la velocidad angular de la Tierra 


á . 2 qe ” 
experimenta una disminución dada por iS siendo R el radio 


del ecuador y MI? el momento de inercia de la Tierra respecto 
a su eje (Routh). 

806. Un disco circular vertical que gira en su plano se deja 
caer sobre otro disco igual, pero horizontal y que gira en su 
plano alrededor de un eje fijo vertical que pasa por su centro. 
Mn el momento del choque los discos se unen entre si rígida- 
mente. Suponiendo que el choque tenga lugar en el punto 
medio de un radio del disco horizontal, demostrar que la velo- 
cidad angular alrededor del eje vertical queda reducida a su 
mitad. 

807. Un disco circular gira en su plano alrededor de su 
centro. De repente, se deja Jibre el centro y se sujeta un punto 
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del perímetro. Demostrar que la velocidad angular alrededor 
de este punto es un tercio de la primitiva. 

808. Una barra uniforme AB = 21 de masa m se mueve 
normalmente a su dirección con velocidad » (sin girar) y uno 
de sus extremos tropieza contra un obstáculo fijo. Determinar 
la velocidad angular que tomará a causa del choque. 

809. Un cubo gira con la velocidad angular w alrededor de 
una de sus diagonales. Súbitamente se deja libre el eje de giro 
y se sujeta una arista que no corta a la diagonal. Demostrar que 
la velocidad angular alrededor del nuevo eje vale w, =0,/44/3. 


39. Rotación de un cuerpo alrededor de un punto fijo 
(Giróscopo) 


*810. Demostrar que en un sólido que se mueve alrededor 
de un punto fijo, por la acción de un par de impulsión H (H,, 
H,, H,), el vector de la velocidad angular W producida tiene 
una dirección conjugada al plano del par, con referencia al 
elipsoide de inercia correspondiente al punto fijo (Poinsot). 

*811, Demostrar que en el movimiento libre de fuerzas, la 
proyceción de 7% sobre H es constante; y que el movimiento 
puede representarse cinemáticamente, por la rodadura de un 
elipsoide semejante al de inercia, sobre el plano tangente per- 
pendicular a H (plano invariable de Poinsot) (Poinsot). 

*812. Hallar el lugar geométrico de lo» ejes intantáneos de 
rotación de un sólido que se mueve alrededor de un punto fijo 
(cono polodial). 

*813. La posición del 
sistema de ejes de referen- 
cia Oxyz, unidos rígida- 
mente al sólido y, por tan- 
to, móviles con él, respecto 
al sistema OXYZ fijo en 
el espacio, está determi 
nada por los ángulos de 
Euler 9, y, q formados 
del siguiente modo: OK 
es la recta nodal o sea la 
intersección de los pla- 
nos 2y y XY; entonces 
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$= ZO; p=<GXOK; ¿=<3 K0Ox. Demostrar que las 
velocidades angulares p, q,r del sólido según los ejes móviles 
Oxy: vienen dadas, en función de los ángulos de Euler y de sus 
derivadas con respecto al tiempo, por las ecuaciones : 


p= Ycosp+psendseng, 


3% q =—Pseng + p sen 9 cosp., 
ir= $ + pc0s 9. 
(ecuaciones cinemáticas de Euler), y que la energía cinética 
del « giróscopo simétrico » cuyos ejes principales de inercia coin= 
ciden con los Oxyz, tiene el valor 
T=I4(Í2 4 ¿Asen?d) + 4 C(p + pp cos DJ? 


*814. Demostrar que los movimientos estacionarios (0 per- 
manentes) del giróscopo libre de fuerzas están dados por las 
condiciones 


sen9=0 o bien 


Se llama estacionarios o permanentes a los movimientos para 
los cuales las velocidades de las coordenadas que entran en 
Y y U son nulas y las demás constantes. En el caso presente 
$=0, $ =p, ¿=1 (y y y son constantes). Esta forma de 
movimiento se llama precesión regular del giróscopo libre y y =p 
velocidad de precesión, 

*815. Demostrar que los movimientos estacionarios del gi- 
róscopo simétrico y pesado vienen dados por las condiciones : 


ñ AC Mgh 1 
sen$=0,  obien == meo d+ Za 


siendo G el peso del giróscopo y h la distancia de su c. d. g. al 
punto de apoyo. 

*816. Demostrar que : las ecuaciones del movimiento, refe- 
rido a los ejes móviles Oxyz, y expresadas por las variables p, 
q, r, tienen por expresión : 


de se 
Ai (C—B)qr=M, 


y otras dos correlativas para los ejes y y 2, siendo M,, M,, M, 
la suma de los momentos, de las fuerzas actuantes, respecto a 
las posiciones instantáneas de dichos ejes móviles. 
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*817. El eje x de un vo- 
lante de anillo, con centro fijo, 
que gira bajo la acción del par de 
impulsión H = Cw(=m. de i. 
respecto al eje x velocidad an- 
gular) se desvia alrededor del 
eje Z (perpendicular a 7) con 
una velocidad angular p == w, 
sin alterar la magnitud de 2. 
Demostrar que el momento ne- 
cesario para conseguirlo vale 

A Ce, y determinar su dirección (efecto gi- 
roscópico). 

*818. Un anillo delgado, de masa m y 

radio r, gira alrededor del eje + con una 

a velocidad angular e. Simultáneamente se 


* 4 h S 
a « desvía del eje el anillo alrededor del 0: con 
y una velocidad angular 0,,. El giro del anillo 


alrededor de x es pues, solamente, su movi= 
miento relativo respecto a los ejes móviles yz; el movimiento 
absoluto del anillo respecto al sistema de ejes fijos OXYZ 
requiere la actuación de fuerzas complementarias. Hallar la 
suma de estas fuerzas, por la teoría del movimiento relativo. 


30. Estabilidad del equilibrio y del moy 


nio 


puna posición de equilibrio es estable cuando para ella su encigla po. 
tencial es minima, inestable cuando es máxima e indiferente en el caso 
límite máximo-mírimo. En casos sencillos, la naturaleza del equilibrio 
puede determinarse sin cálculos examinando las fuerzas que actúun sobre 
el sistema cuando se le desplaza un poco de su posición de equillbri 
estas fuerzas tienden u hacer volver el cuerpo a su primera posición, el 
cuuibno es estable; sl, por el contrario, tienden u separarlo aun más de 
dicha posición es incstable y será indiferente si Jas fuerzas nu muestran 
tendencia de ninguna clase: 

En los movimientos permanentes se aplica el siguiente criterio de Routb 

ara hallar la estabilidad dinámica : En la energía cinética T se expresan 
las velocidades de las coordenadas ignorudas (que nu apurceen explícita- 
inente) por sus correspondientes Integrales y se Iguralan a cero lus restantes 
integrales (es decir las correspondientes a las coordenadas nó ignoradas). 
El movimiento es estable, inestable u indiferente según que =T +— U 
como función de estas solas coordenadas, sea un mínimo, un múximo o 
un máximo-mínimo.) 


*819. Demostrar que la posición de equilibrio del punto 
im en el problema 22, cuando ocurren perturbaciones en direc- 
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ción de la recta de unión de las masas fijas es inestable ; 
pero si las perturbaciones son normales a dicha recta, es 
estable, 

*820. Demostrar que el equilibrio de los tres pesos P, G, 
Q, del problema 30, es estable, lo mismo para perturbaciones 
en sentido vertical que en el horizontal. 

*S21, Demostrar que el equilibrio de los pesos P y Q del 
problema 31 es estable. 

*822, Demostrar que es indiferente el equilibrio del punto 
G en el problema 32. 

*823, Demostrar que es inestable el equilibrio de los pesos 
G, y G, en el problema 43. 

*824, Demostrar que el equilibrio de la barra 4 B del pro- 
blema 72 es inestable, 

*825. Demostrar que el equilibrio de la barra A B del pro- 
blema 81 es inestable, 

*826. Investigar la naturaleza de las posiciones de equili- 
brio de la barra OB del problema 387. 

*827, Una esfera pesada y homogénea de radio r y peso 
G descansa en equilibrio sobre el punto más bajo de una semi- 
esfera hueca perfectamente lisa de radio R. 
Sobre la primera actúa en su punto más alto * 
la fuerza K que le transmite un punzón 
convenientemente guiado. Demostrar que la 
estabilidad sólo es posible, cuando 


Gr 
K< K=z» 
(Southwell). 

*828. Demostrar que el movimiento circular uniforme bajo 
la influencia de una fuerza atractiva ¡r” dirigida hacia el centro 
es estable únicamente para n >— 3. 

*829, Demostrar que un árbol que gira llevando en su ex- 
tremo adosado un disco, tiene un movimiento estable cuando 
se verifica la condición : 


siendo e la excentricidad del c. d. g. 
del disco respecto al centro W del ár- 
bol, k el radio de giro, y B=0w/0, > 1, 
es decir, la relación entre la veloci- 
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dad angular existente w y la velocidad critica w, es mayor 
que l. 
(ZS. f. angew. Math. u. Mech., tomo 3, pág. 297, 1923.) 
*830. Demostrar que el movimiento del giróscopo pesado 
y simétrico, en posición vertical (el giróscopo «dormido ») es 
estable cuando se cumple la condición 


Cr >41A4Mgh, 


siendo n la velocidad de rotación alrededor del eje de figura, 
Cy A los m. de i. respecto a aquel eje y a un eje ecuatorial 
que pase por el punto de apoyo D; M la masa y h la distancia 
a O del e. d. g. 


41, El choque 


831. Dos esferas perfectamente elásticas caminan hacia su 
encuentro con igual velocidad y después del choque una de 
ellas queda en reposo. ¿En qué relación estarán sus masas? 
(Walton). 

832. Una esfera de masa M,, choca centralmente con otra 
en reposo de masa My. Después del choque, M, queda en 
reposo. ¿En qué relación están las masas M, y M, siendo e el 
coeficiente de percusión? 

833. Los centros de dos esferas iguales se mueven sobre la 
misma recta. La velocidad de una de ellas después del choque 
tiene igual valor, pero sentido contrario de la que tenía antes 
del mismo. Determinar la relación de las velocidades », y vz 
antes del choque. (XI coeficiente de percusión es e.) 

834. Una esfera choca centralmente contra otra de masa 
doble que está en reposo. La energía cinética de ambas esferas 
disminuye a la mitad después del choque. Determinar el valor 
del coeficiente de percusión o choque y velo- 
cidad que tendrá la esfera que choca después 


o S del choque. 

o Si 835. Una esfera de masa M, choca con ve- 
locídad o, contra una placa inclinada de grandes 
dimensiones, que está y permanece en reposo. El 

LA choque es perfectamente elástico. Determinar 

el valor de la percusión o fuerza del choque. 

836. Contra una masa M, que cae con 
velocidad », choca una gran placa inclinada 
que se mueve horizontalmente con veloci- 
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dad Y. El choque es perfectamente elástico. Hallar el valor 
de la fuerza de percusión. 

837. Los centros de tres esferas perfectamente elásticas es- 
tán en línea recta; las esferas no se tocan y sus masas son M,. 
M, y Ma. La primera se mueve con una velocidad », ; las otras 
dos están en reposo. Se tiene M, =5.M¿. Después del choque, 
la segunda esfera se mueve con una velocidad — o,. Hallar la 
masa My de la tercera esfera. 

838. Cuatro esferas iguales que se tocan tienen sus centros 
enlazados por hilos no elásticos de iongitud cualquiera, Se co- 
munica a la primera de ellas una cierta velocidad o, y a su de- 
hido tiempo arrastra a las restantes. ¿Con qué velocidad irán 
moviéndose sucesivamente las cuatro esferas? 

839. Sobre dos platillos iguales (de peso G) de una balanza 
se dejan caer dos pesos desiguales G, y G, desde las alturas 
respectivas h, y Az. ¿Con qué velocidad » se moverán los pla- 
tíllos después del choque simultáneo de ambos pesos? El choque 
es inelástico, (No se tendrá en cuenta la masa de la palanca de 
la balanza.) 

840, Una pelota de diámetro d choca alternativa y norma]l- 
mente contra dos paredes paralelas que distan a entre sí. Se 
observa que la pelota da n choques en el tiempo (. Calcular la 
velocidad inicial », de la pelota siendo e el coeficiente de per- 
cusión. 

*841. Una esfera de masa M, es lanzada contra otras dos 
de masas M, y M, que están en reposo. Los centros de las tres 
esferas están en línea recta y el coeficiente de percusión es e. 
Determinar M2 bajo la condición de que la última esfera, 
Ma, adquiera la máxima velocidad posible y hallar su valor 
(Huyghens). 7” 

842. Dos bolas A y B distan a entre sí y 4 O) 
están en reposo. Una tercera bola C es lanzada "7% 
normalmente hacia AB y ha de chocar con B ho, 
en tal forma que después venga a chocar cen- 
tralmente con A. Las tres bolas son iguales, su e 
diámetro es d y el coeficiente de choque es e. 

Determinar hacia qué punto D de la línea AB habrá de diri- 
girse el movimiento de la bola C. 

843. Una esfera choca oblicuamente con otra igual que 
está en reposo. Hallar la dirección del choque necesaria para 
que la velocidad », de la esfera chocante se convierta en v//b 
después del choque. 
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A 844. Contra una bola A que se mueve con una 
velocidad », se lanza otra B de igual masa y con 

£ igual velocidad de modo que choque centralmente 
2 con la primera. J)eterminar el ángulo a que han de 


formar ambas velocidades sabiendo que la pelota A 

se desvía, por efecto del choque un ángulo de 90?. 

845. Jn una ranura rectilínea se encuentran r bolas, per- 

fectamente elásticas, de igual tamaño, unas a continuación de 

otras, pero sin tocarse. Cada bola tiene n veces más masa que 

la siguiente. Se hace que las bolas choquen sucesivamente, para 

lo cual se imprime a la primera bola una velocidad inicial de »,. 
Determinar la velocidad de la última (A. Ritter). 

846. 'Fres esferas cuyos puntos de 
tangencia están en una horizontal, están 
suspendidas desde la misma altura y la re- 
lación de sus masas es M, =2M,=6 Mp. 

A, Se desvía la bola M, un ángulo de 20% 
Y y se la deja caer. Calcular los ángu- 
los %, y % de elevación de las bolas M, 
y My siendo e=0,9 el coeficiente de 


choque. 
O 847. Una varilla de hierro de 2 m. de longitud 
y 1 cm.? de sección (peso específico 7,8 kg./dm*) 
está articulada en O y se deja caer desde la posi- 
ción horizontal, sin velocidad inicial, de modo que 
al llegar a su posición vertical choque contra un 
peso C¿=300 gr. al que arrastra sobre un camino ho- 
rizontal, rugoso (coeficiente de rozamiento f = 0,08). 
Hallar la longitud x del camino que reco- 
rrerá el peso suponiendo que el choque es 
inclástico. 

848, Una varilla de peso G, y longi- 
tud l articulada en O,, se deja caer desde 
una posición inicial / de modo que al llegar 
a la posición vertical 11.choque con el borde 
de un cubo, de peso G, y arista s, articulado 
en Oj. El coeficiente de percusión es e 1/2. 
Determinar « bajo la condición de queel cubo 
vuelquealrededor de O, porefecto del choque. 

849, Contra el extremo A de una viga, 
inicialmente en reposo y que puede oscilar 
alrededor de un eje horizontal normal a 
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ella que pasa por su C. d. g., choca una masa M, que cac 
desde una altura h. El choque es perfectamente elástico. De- 
terminar la velocidad »; de la masa M, después del cnoque 
y la velocidad angular w; con que girará la viga (Routh). 

850. Sobre un árhol de radio r 
encepado entre dos zapatas de frie- 
ción se ejerce una presión D me- 
diante el tornillo S. El árbol leva 
un brazo de longitud a y peso Gz 
cuya posición inicial es horizontal. 
Contra el extremo de este brazo se 
deja caer un peso G, desde la altu- 
ra h. El choque se supone inelástico. Calcular el ángulo de 
giro p del árbol, suponiendo que ha de ser pequeño. 

851. Tres varillas de masas M,, Ma, M, están articuladas 
en los puntos fijos O,, Oj, O, y se apoyan entre si tal como 


indica la figura. Contra el extre- y el 
mo de la primera varilla choca a e 
una esfera de masa M y veloci- As "E, 
dad V. Determinar la velocidad "Hama 
V' que tomará una esfera de masa M colocada en el extre- 


mo de la última varilla siendo e el coeficiente de choque. 
852. Una varilla 04, articulada en O, 


cae desde cierta posición inicial deterimi- A 
nada por el ángulo « y choca contra una az 
barra B horizontal y de posición fija. La 

varilla rebota después del choque y se eleva ¿LE 


un ángulo f. Determinar el coeficiente de 4 
ercusión e, tl 
z 853. Una placa delgada, rectangular, e PANES 
inicialmente en reposo, que puede oscilar alre- 
dedor del eje 7, experimenta en el punto A 
los efectos del choque de una masa igual a Y,y 
de la suya. La placa oscila por efecto del 
choque hasta su posición horizontal. Determi- 
nar la percusión o fuerza del choque, supo- 

niendo que éste es perfectamente elástico. 
854. Un árbol de levas, de fundición, de 
d = 10 cm. de espesor, radios R= 30 cm. y 
1 == 20 em., con de levas de ángulo a = 10%, 42%% 
da n =10 revoluciones por minuto y eleva un mazo de peso 
G,=< 15 kg, produciéndose un golpe por cada paso de leva. 
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¿Qué velocidad »¿ recibe el mazo al elevarse Fl choque se 
produce en la mitad de la leva y se supone inelástico (peso 
específico de la fundición x 7,5 kg./dm.*). 
855. Una varilla que se traslada con velocidad », 
choca en A con un obstáculo fijo. Determinar la vu- 
A locidad del punto A de la varilla, después del cho- 
que, conociendo el coeficiente de percusión e. 
$ *856. Una placa plana de forma cual- 
EE quiera cae conservando su posición hori- 
a zontal y choca en H con una barra horizon- 
tal fija. Determinar la distancia + al e. d. g. 
de la placa, para que ésta, por efecto del choque, adquiera 
la máxima velocidad angular y hallar su valor (coeficiente 
o de choque - 0). 

857. lu masa M de un martillo está colgada 
por medio de un mango de longitud desconocida .* 
del punto O, alrededor del cual puede girar libre- 
mente. La masa del mango es 4 por unidad de lon- 
gitud. Detefminar x bajo la condición de que un 

do hh Choque que se produzca en el punto medio A de la 
k masa MM no origine presión alguna en 0; o, dicho 
de otro modo, que supuesto libre el martillo sea nula la velo- 
cidad correspondiente al punto 0. o, también, que O sea el 
centro instantáneo de rotación del movimiento, 
858. Un disco circular pesado puede girar 
alrededor del eje horizontal w. Una percusión 
en el punto más bajo A no debe provocar 
presión alguna en dicho eje. l)eterminar la dis- 

tancia y entre el centro O del disco y el eje x. 
859. Un disco cuadrado gira en su plano horizontal alre- 
dedor de su vértice Á con una velocidad angular «w. Subita- 
mente se fija el vértice próximo B y se deja libre el A, ¿Gon qué 
velocidad angular (' seguirá girando el disco alrededor de B? 
860. Dos barras iguales y 


SES 


PS p Y uniformes AB y BC están ar- 
A ¿2 oy ticuladas entre sí en el punto 4 
” 2 £ (€ ydescansan alineadas sobre una 
Ñ ly mesa perfectamente lisa. Demos- 


trar que si en el extremo A se 
produce un choque normal a AB, la velocidad de A será 7/2 
de la de B. 
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861. Dos varillas uniformes 4 B y BC. 
artienladas entre sí en el punto 1, se colo- 
can sobre una mesa horizontal perfecta- 
mente lisa de modo que el ángulo <= 4 BC 
sea recto, El extremo A experimenta un 
choque 2, perpendicular a 4B. Demostrar 
que, siendo m,, m, las masas respectivas 
de las varillas, la velocidad de 4 vale 
2D (m, + 4mp). 

862. De dos discos circulares in- 
elásticos de llanta rugosa -— cada uno 
de masa m y radio a— gira uno de 
ellos con una velocidad angular «, 
alrededor de su centro fijo O, mientras 
que el otro se desplaza (sin girar) hacia el primero con una 
velocidad 1,. Determinar el movimiento que tiene lugar inme- 
diatamente después del choque y demostrar que la perdida de 
energía es jm (u ES ea). 

863. Una pelota de lennis, hueca, imperfectamente elás. 
tica (coeficiente de percusión x e) leva, antes de chocar contra 
el suelo rugoso, una velocidad vertical u 
y una velocidad angular «» alrededor de 
un eje horizontal, Determinar el movi- 
miento despues del choque y demostrar 
«ue el alcance v salto horizontal que da es 
; 400 
igual a AS 


864, Tres varillas iguales. de long! ud «, articuladas entre 
si, se mueven con traslación reetilinea y velocidad v. De repente, 
se sujeta el punto medio de la varilla CP. 1allar el tiempo que 
transcurre hasta que 1 y B chocan 
entre sí, suponiendo que el movimiento 4 
tiene lugar sobre un plano horizon- a 
tal, perfectamente liso (Routh). 

865. Un disco cuadrado gira con velocidad angular w al- 
rededor de su diagonal AC. Súbitamente se sujeta el vértice 
B del cuadrado y al mismo tiempo se deja libre la diagonal 41€. 
Hallar el choque qu produce en B y determinar la velocidad 
angular co” con que sigue girando el disco alrededor de R des- 
pués del choque (Routh). 
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866. Un cuboresbala con una velocidad » 
sobre un suelo horizontal y tropieza con el 
obstáculo H. Determinar la velocidad v' del 
e. d. g. después del choque. Hallar el valor 
mínimo que debe tener £ para que el cubo 
vuelque. 

867. Selanza una masa M, contra el pun- 
to B de un prisma que descansa sobre un plano 
rugoso. El punto B se halla a la mitad de la 
altura y la masa M, se queda allí adherida des- 
pués del choque. Determinar la velocidad o, 

A de la masa M, para que vuelque el prisma 
sabiendo que su masa es M=3M, (Routh). 


*868. Determinar las coordenadas E, y 
del centro de percusión de un triángulo rec- 
tángulo que puede girar alrededor de su 
cateto a. 


*869. Determinar las coordenadas E, 7 
del centro de percusión de un cuadrante de 
círculo que puede girar alrededor del eje *. 


*870. La superficie de un triángulo puede 
girar alrededor de un eje + que es paralelo 
a la base b=b,+b, y que pasa por el 
punto medio de la altura k. Determinar el 
centro de percusión (E, 7) de este triángulo. 


IV. Cambio de unidades. Dimensiones 
de las fórmulas 


871, La velocidad de un tren es de 60 km./h. ; expresarla 
en m./seg. 

872. Hallar (g') la aceleración de la gravedad y = 9,81 
m./seg* en función del kilómetro y la hora. 

873. Calcular (g') el valor numérico de la aceleración de 
la gravedad q = 9,81 m./s?, tomando como unidad de tiempo el 
segundo moderno (1 día = 20 horas; 1 hora = 100 minutos ; 
1 minuto = 100 segundos). 

874, Determinar el valor del caballo de vapor en libras- 
pies segundos ingleses. (1 pie inglés = 0,305 m.; 1 libra ingle- 
sa = 0,454 kg.). 

875. ¿Cuántas dinas tiene una libra inglesa considerada 
como unidad de fuerza? (Véase el problema anterior.) 

876. La unidad de fuerza en el sistema de medidas in- 
glés (que corresponde A nuestro sistema físico) es 1 libra 
inglesa x Lele. ¿Cuántas dinas tiene esa unidad? (Com- 
párese con el problema 875). 

877. ¿Cuántos kgm./s. tendría 1 CV si el kilogramo fuese la 
unidad de masa y no la unidad de fuerza? 

878. En un sistema de unidades, en que el kilogramo es la 
unidad de fuerza y el metro la de longitud, el momento de 
inercia de un cuerpo es J. ¿Cuál será su valor en el siste- 
ma c. g. s.? 

879. La energía cinética de un cuerpo es 64 285,71 unida- 
des en el sistema pies-libras-minutos de Viena. ¿Cuál es su valor 
(2) en el sistema m.-kg.-seg.? (1 pie de Viena == 0,316 m. ; 1 libra 
de Viena = 0,56 kg.). 

880. Una tensión vale 600 kg./cm.? Hallar su valor (x) en 
libras/pulgada? (1 pulgada de Viena = 2,63 cm.; 1 libra de 
Viena = 0,56 kg.). 
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881. La atracción entre dos puntos materiales m,, my, según 
la ley de Newton, tiene por expresión 


, mam 
K=iTm, 


siendo r la distancia entre ambos puntos. Determinar la dimen- 
sión de la constante k: a) en el sistema práctico ; b) en el físico 
(absoluto) de unidades. 

882. La rigidez de una cuerda es, según (Grashof, 


S=(«L+5]a, 


siendo Q la carga dela cuerda, R su radio de curvatura, d el diá- 
metro de la cuerda, S la rigidez, ¿Qué dimensiones tienen a y b? 

883. Para cuerdas de cáñamo, se tiene en el ejercicio an- 
terior: a = 0,038; b= 0,054, expresando Q en kilogramos y 
R y d en centímetros. ¿Qué valores numéricos tendrian a y b 
si ( se expresara en libras vienesas y R y hb en pulgadas viene- 
sas? (1 pulgada de Viena = 2,63 cm.; 1 libra de Viena = 0,56 kg.). 

884. Si se comprime una bola de radio r, con una fuerza K, 
contra una placa plana del mismo material, la compresión má- 
xima entre ambas vale, según H. Hertz 


o =0388 /2E, 


en la cual E, módulo elasticidad, tiene las dimensiones de una 
tensión unitaria. ¿Qué dimensión tiene el número que precede 
a la raíz? 

885. La resistencia de rozamiento de una tubería viene 
dada, según Saint-Vénant, por la fórmula W =axzidv", en 
que a es una constante, d el diámetro, lla longitud de la tubería, 
» la velocidad del agua, y n un número. ¿Qué dimensión tiene 
a en los sistemas práctico y físico de unidades? 

886. Para la resistencia de rozamiento en una tubería dió 
Weisbach la fórmula : W = (a+ £,) adio*, enla que a y B son 
constantes y d, l, v tienen el mismo significado que en el pro- 
blema 885? ¿Qué dimensiones tienen a y $ en los sistemas 
práctico y físico de unidades? 

887. La velocidad del agua de un río viene dada, según 
Bazin, por la fórmula ; 


v[m./s.]= Votan 
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en la que R (radio hidráulico) es una longitud, J un número 
abstracto (pendiente) a y £ constantes. Tomando como unidad 
el metro, sean: a = 0,00028 ; £ = 0,00035: Hallar los valores 
de a y $ para que y resulte expresado en pies vieneses, (1* pie 
de Viena = 0,316 m.). 

888. La fórmula de los ingenieros suizos Ganguillet y Kut- 
ter para calcular la velocidad media de un río, es : 

asen+oJ 


a adn y AV ES 


siendo R una longitud, -./ un número abstracto (pendiente del 
rio), n un número y a, b, e, a,, b, valores constantes. Tomando 
el metro como unidad, esos valores son : 


a =a =23, b= b, = 0,00155, e=1 


Hallar su valor para que v venga expresado en pies vieneses/seg. 
(1 pie de Viena = 0,316 m.). 

889. El número A de cables necesario para una transmisión 
funicular viene dado por la fórmula (consúltese K. Keller, 
Z. V. D. 1, tomo 25, 1885, pág. 669) 


A = 1250 N /vd? 


siendo N la potencia transmitida en CV, o la velocidad de los 
cables y d su diámetro. Determinar la dimensión del número 
1250 en los sistemas físico y práctico de unidades. 
890. Una fórmula empírica para determinar la altura de 
una Chimenea de caldera de vapor es: 
ñ 7B_y2 
h(m.)]= ( TO ») 


, 
y otra para el diámetro de la chimenea es 
d[m.] =0,064/B 

-en las cuales B es el peso de combustible empleado en Kg./h. 
Expresar esas fórmulas empíricas tomando como unidades la 
libra y el pie ingleses. (1 libra inglesa = 0,454 kg.; 1 pie in- 
glés = 0,305 m.). 

891. Según las normas hamburguesas para calderas de va- 
por (1902), se calcula el diámetro del núcleo de un tornillo con 
la fórmula empírica 


d[cm.]=0,045 4 K + 0,5 
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siendo X la tracción en kilogramos que se ejerce sobre el núcleo. 
Expresar la fórmula tomando como unidades la libra y pulgada 
inglesas. (1 libra ingl. = 0,454 kg. ; 1 pulgada ingl. = 2,54 cm.) 

892. La velocidad de los gases en los conductos de las cal- 
deras de vapor se calcula por medio de la fórmula 

7 Br 
olmis] == a 

en la que B es el carbón consumido en kg. h., R la superficie de 
parrilla en m2, r el número de m.3 producido por 1 kg. de carbón 
y 4 un número abstracto. Determinar la dimensión del nú- 
mero 3600, y ver cómo “s altera, tomando como base la libra 
y el pie vieneses. 

893. Para determinar la sección de una válvula de segu 
ridad se utiliza la fórmula 

¡=15vV Vip 

siendo f la sección de la válvula en mm.2 por m2 de superficie 
de parrilla, p, la presión del vapor en kg./cm.?, V el volumen de 
1 kg. de vapor de agua en litros. Expresar esa fórmula tomando 
como base el metro y después el milimetro, 

894. La resistencia que el aire ofrece al frente de una lo- 
comotora, determinada experimentalmente (v. Borries, Z. Y. 
D. TL, tomo 48, 1904, pág. 911) vale: 


W = 0,0052.?, 


siendo W la resistencia para 1 ton. sohre cada eje, y por 1 m.? 
de frente, v la velocidad en km.'h. ¿Cómo se transforma el nú- 
mero si todos los datos se expresan en kilogramos, metros y se- 
gundos? 

895. La resistencia de un disco que se mueve contra el 
aire depende, además, de un coeficiente experimental £, del área 
del disco, de la densidad del aire y de la velocidad. Determinar 
los exponentes de esa dependencia. 

896. La potencia de una hélice de aeroplano depende del 
radio de la hélice, de la velocidad angular y de la densidad 
del aire. Determinar los exponentes de esa dependencia. 
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Soluciones 


1. Gráficamente: Se toma una escala de fuerzas (por ejemplo : 2 kg. 
a em.), y se traza el polígono de fuerzas ; la línea de clerve da el resul 
ado 

Analílicaniente ; Se ellge un sistema de ejes coordenados cualquiera 
(por ejemplo; se toma K, como eje 02), se hallan las componentes de K, 
w Cp, según los ejes, y se suman. Estas sumas son ; 


Mor EXj e 10 4 15ocos 50% : 26-co8 160% + 8.cos 100* 
+ 12=cos 40% = 3,06 kg. 
Y = EYi +. Iosen 50% | 2G+sen 160 — Rosen 100% 
V2esen 40% = 4,77 kg. 
Por lo tanto : 
Koa ATT YA 566 kg; tg (KK) E 4 (KK) 037% 19107 


2. Gráficamente: Se dibuja el polígono de fuerzas y su línea de cierre 
(¡la esculu está duda por el enunciado 1). La resultante tlene la dirección 
de Ka y su tamaño es K = 6K, = 3 Ku. 

e : como en el problema 1. Se elige K, como eje. Ln suma 
la. dirección de Ko. 


las relaciones Xy: Kg: K += sen 0, : Sen Q, sen A y 0, Ao 4. 


se deduce 


E A ES 
Ky—K, _ senQ,-- sena, EN y 
rd sena di sena 
De aquí resultas 
cg Enea, 
IS STA 


y sustituyendo valores 
a 60% 50 5%; Ky a 200,67 kg.: K;y = 109,67 kg. 


4. Se halla la resultante de las sets fuerzas por medio del polígono «e 
fuerzas, se Loma el nueyo punto de aplicación sobre la resultante y tomando 
ésto como hipotenusa, se traza un triángulo rectángulo isósceles. 

6. Ja buse de todos los triángulos de las fuerzas es la propla A. Los 
vértices restantes están en una circunferencia cuyo centro está en la pro- 
Jougación de K. Esta circunferencia divide al segmento K Interior y exterlor- 
mente en la lón 1:2. 

6. De las relaciones rs 
se deduce 4 sen a, = 3 sen a, y de a 


4, — 32 (K,K) = 489 11' 22.6", A, A (K¿K) = M6 22 


sen a,:sena,:sena y K,=3K, 1 
24,2 
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7-1. Soluciones 


Además; a=4, +0,= 144 31"7,8" y 


sena, e 
Ko na K = 1,7143 K 
y del mismo modo K, = 1,2857 K. 
. , senz Sen 
7. De las relaciones X, =K 2, Ki = Kora 0=%, 2, se deduce; 


= K para 2 =0, de donde: 


Ey 0) KE Sms = 02 para 2=180—a,, 04: 2 180%; 
entonces: K, = Ky a 70, 


[Obsérvese que los valores S,,sx) Sy1u 10 SON máximos y mínimos anne 


líticos, es decir, que para ellos no se verifica la condición 2 0. 
8. De las relaciones K%= Ef -2 K,K,cos 2 y Ey =n K, 


se deduce : K 
Ma 7 e 


Ki= 


a = 2851157", ay = 11983" 
9. Se traza la resultante XK de las 
tres fuerzas dadas A, Ky Ky. Por ol 
punto de uplicación A se trazan tres 
rectas normales a ):s líneas de acción 
de dichas fuerzas. >, por ejemplo, las 
Ki, K; normales a K,, K, han de ser 
iguales; su resultante parcial estará en 
Ta bisectriz g (o 9) del ángulo que for- 
man. Descomponicado K, según y (0 2) 
y la normal a Ko, hallaremos las iz. 
Ji, Kg que cumplen las condiciones 
$ del enunciado. 
9 4%) Como se ve, el problema «admite, en 
% general, seis soluciones. 
10. La resultante cs Igual a K y actón en la diagonal DF. (Basta ln- 
troducir en DF dos fuerzas K iguales y opuestas). 
11; La resultante es R = /107 7; F% siendo h = altura dela pirámide, 
7 = diámetro del círculo circunscrito al pentágono; Ri, h y r se miden a 
la esenla de fuerzas. / cortu a la base en el eje de simetría que corta a la 
5r 
arista libre de fuerzas, a un distancia H. del vértice. [Busta introduclr en 


la arista libre dos fuerzas iguales y opuestas, de magnilud K = YT). 
12. K=1578, 
(Kx) = 82243 6,5"; x (Kg) = 152 3 31"; < (K2) = 116* 20' 3,5%. 
13. Las componentes estáu en un plano y $us magnitudes son : 
Ki=KiVB; Ki=2Ki43; Ki=ky3; 
Además: < (KK) == 150% 3 (KK) =—907 3 (KpK) =30, 
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Soluciones 14-17. 
14. Haciendo K,=2, K,=24, Ki=34, se tiene: 
K>yVKIFEPR:=24vM, 1=KyWM 
por lo tanto: K,=0,2673K; K,=0,5346K; Kz= 0,8019 K3 
4 (Ly, K) = 7492955"; 3 (Kp K) = 57% 4118", 3 (Ko K) = 36% 41 75", 


16. K,=Kctg. 7 yT+2 cosa [Constriyase el triángulo esférico 


determinado por los extremos de las tres fuerzas X'; la resultante pasa por 
el centro de este triángulo equilátero). Designando por h la altura y por y el 
radio del círculo inscrito en dicho triángulo esférico, se tiene, según las 
fórmulas conocidas de Trigonometría esférica ; 


ens h= ES y, por lo tanto, send = tg.a2,, 


¡aaa sena/2 


we- Viengas (TF Zeosa 
y del triángulo rectángulo AOM : 


cos (h— 9) = cosp-cosa;2. 


El resultado se obtiene inmediatamente por la condición de equivalencia 
de ambos grupos de fuerzas K y K: 


3K cos(h-—0) = 3 K, cos 


E e] -3K,seng. 
Para u = 120* resulta K, =0; para a. = 0, K =00. 


16, Sobre M actúa una fuerza = 4k+MA en la dirección de M hacia A, 
siendo k la tensión del hilo por unidad de longltud. Se toma M como origen 
de un sistema de ejes conrdenados paralelos a los lados del cuadrado ; 
siendo x, y las coordenadas de B y a el lado del cuadrado, y las componentes 
de las tensiones, según los ejes, serán : 


Nk [—2 -(a—5)+(0—2)=3] -—4e [5] 
a 

dl lí > ] > 

La resultante se halla inmediatamente. 


17. dM <= y dz es la masa de un elemento de varilla (siendo q la masa 
por unidad de longitud), = la distancia al punto m: la atracción total que 
Se busca, valdrá, pues : 


are 
K-= [ mdM 


a 


En esta fórmula k es la constante de la atracción, es decir, la atracción, que 


se ejerce entre dos masas unidad situadas a la unidad de distancia y M = 11 
es la masa total de la varilla. 
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18—23. Soluciones 


18. Como antes dM = ud: es la masa de un elemento de varlila de 
langitud dz, siendo ¿4 la masa unitaria (es decir, por unidad de longitud). 
= 1 es la distancia del elemento considerado al punto medio de la va- 
rilla, además : 
<CmP =p, mP az, 


la atracción que se busco será (puesto que cos p = z) ú 


k:m«dM 


ko fi 0os 9 lmpa JE, 


en que la integral se extiende a toda la longitud de la varilla ; así tendremos 
(haciendo la sustitución z = a tg y y teniendo en cuenta que q? = 01 21) 


Pa mM 
8 z m 
Ko 2xmua a a. 
0 


haciendo MÁ = MB =c y pl = M. 
19, 291 = jerao es la masa del elemento de arco en P, y la masa total 


vale M =pr ; demás < CmP «= q. La atracción resultante será : 


a 
A Emu é KkMm sena 


+2 
km 

0 a ET de 

La Za 


20. Solución análoga a la anterlor. La zona elemental PQ de ancho rdp 
tiene una masa, 
AM ap 2rsmnpardp 


y la atracción que ejerce m vale : 


Á dK =km e cos 
pe en la dirección Cm. La atracción total va dirigida, según (Gm 
km Po k Mm 
Ko ear 008 Ps 
0 


haclendo 3 + 4 Zar, 


21. Siendo k la tensión del hilo por unidad de nlargamiento, tenemos 
lay 
xa le (l + Gk). 


para el equilibrio k 


o 
y My 

28. Six es la distancia u m se tiene ki/2 = k, (4—2). De aquí 
resulta que las dos posiciones de equilibrio están dentro del segmento Mm, 


F E de su punto medlo. El equillbrio es imposlble cuando 
y 


ES 


= a y distan 
as 2 y Ek > 
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Soluctones 2437. 


24, Apliquese el teorema de que el eentro de gravedad del trisogulo 
está situado al tercio de la mediana. 


25, Basta considerar la suma de las fuerzas en la dirección de los lados 
del triángulo. 
de sE 
P 
seno = cos p de aquí p = 51950 


26. Tenemos tgp = y Pp =1seap, por tanto: 


> Gem p=G(1 o: cos q) << 16186. 
Maxs Maty MA Ma Ma 
a mm; Ema a rs E La! 


proyectar las tres fuerzas de atracción sobre los ejes coor- 
denados e igualar a cero las sumas de las componentes. ] 


0 


28, settene ZE Loser ori $ 


d 


S 


donde : - = 1,304. 
35 


TS E] + Llmagfnese cortas 


da la cuerda arriba y en los lados, y considérese el equili- 
briv aislado de cudá rodiltv. El polígono de fuerzas es el 
de la figura. 

B0. AC:CB=(G6> Q*—P*):(G* + P* -Q%). ¡Utllicese el trián 
gulo que forman ( y las dos tensiones P y Q.] 


Pla , 
. ¿- Ya— $ | 1: tensión de la cuerda es Q. Seu, además, a el 


ángulo que forman con la vertical los ramales inclinados; tendremos P > 24 
cosa y como sena = a;2b se halla Inmediatamente el resultado. 


de 4 a/2 = 05 D = (G. (Se proyectan lus fuerzas sobre lu dirección 
del plano: y sobre una normal al mismo.) La posición horizontal del plano 
da una segunda solución ; vosa.2= 0, 4 =%. 


y sema 12 cosa 
CASAS rr A TE 


1; sena ; cosa [Resolución 


aniloge u la anterior]. 


84. Il equilibrio se obtiene o bien cuando TAL = VE u bien cuando 
k 


CM = 21; las presiones correspondientes son PD =G y 1. 
[Proyéctense las fuerzas sobre la tangente y la normal en M1), 


8ó. Existe equilibrio en todos los puntos de la 'semicircunferencia 
y el valor de D es siempre D = 2kr. (Resolución eomo antes. El resultado 
aparece inmediatamente en forma geométrica). 


Ar. 


36. a:zh-—-VYi—1 = 0,700. [Se proyectan las tres fuerzas sobre 
la altura del triángulo]. 

87. Slacsel lado, 7, = 0,7265a, 1, = 0,100a, 1, = 0,4410a. [Trácese 
un sistema de ejes zp por uno de los vértices del triángulo, haciendo que, por 
ejemplo el eje Úx coincida con uno de los lados. Las coordenadas x, y del 
punto correspondiente al equilibrio se consideran como incógnitas]. 


161. 


1h WITTENDAUER Problemas de Mecánica, E. 


3847. Soluciones 


38, Sea p el ángulo que forma MM, con la recta que hace de guía 
las fuerzas según MAL, y MM, son k sen* pia? y k cos* ep/%, la igualdad de 
proyecciones sobre la guía da tg9 = $ y 

e artgp + btgp = bra + atjb o bien at + 3% =abe, 
La presión se halla proyectando sobre una normal a la guía 
D=k ya FB 
30, Proyectando G y K sobre la tangente a la parábola se halla la 


ecuación 
y(G—kp) = 0; 


es decir ; si la parábola tiene el semiparámetro p = G/k, G está en equilibrio 
en cualquier punto de la parábola (equilibrio a s tá tic 0); de lo contrario 
sólo en el punto más bajo (y = 0). 
la proyección de las fuerzas sobre la normal da en el primer caso 
Dakypp 
y en el segundo D =G. 


10 ka > D= pa el equilibrio es impasible si d 33 h. 


¡Droyéctense las fuerzas sobre A B y sobre la normal). 
41. Se tiene equilibrio para MM, =a/2; D = kb. (Pro, 
fuerzas sobre a y b; el resultado es geométricamente cvidente. 

42. 7 =x/4; para el caso particular 7 = a resulta x= 4a. 

48. La igualdad de tensiones en ambos puntos da inmediatamente 
6, seno, = Gesen py o bien sen y, 1 sen pa = G+5 6, ; además r (+ 9) =b 
q: = LT — 1 que combinada con la anterior du 

G, = G, cos (Un) G, + G, cos (Ur) 
ena + LP enn. 

44. Las dos posiciones posibles de equilibrio de M están en la recta 
que pisa por el centro dela cirgunferencia y es paralela a M1. Las pre: 
Jones en estos dos puntos son D = 5,071 ka y D = 9,071 ka. [Proyéctense 
Jas fuerzas que obran sobre M sobre la tangente y la normal a la circunfe- 


rencia y considérese como incógnita el ángulo +9 que forman MM, y la 
tangente en M:; resultará 1829 = 1, esto es p = 22,5 6= 180 4 22,50.) 


45. En los vértices del hexágono y en los puntos medios de sus lados. 
[Obsérvese la diferencia de la clase de equilibrio en los vértices y en los 
puntos medios.] 

G 
16, H=0 2 D=Z VE FT [Proyéctense las fuerzas sobre la 


tangente y la normal a la hipérbola en el punto xy.) 


47. Siendo ! la longitud del hilo tenso en la posición de equilibrio, como 
la tensión es proporcional al alargamiento tenemos (k = constante) 


S =k(—1) 


sLense las 


Ahora bien, 1=2r (ego +9+ 3) l,=2ar; además, G=2-S cos p 


Juego m0 G 
cre] 
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Soluciones 48—50. 


48. Para cualquier valor de q, la posición de equilibrio del anillo co- 
responde al punto más bajo R de la elipse, cuyos focos son A y B y cuyo 
uje mayor es 2a. La 
vertical es normal a + 
la elipse en el punto 
más baja R y, por 
tanto, es bisectriz del 
ángulo ARB (una 
propiedad conocida 
de la elipse). Con la 
ecuación de la elip= 
se se determinan pri- 
meramente las “co- 
ordenadas x, y del 
punto R respecto a 
los ejes de la elipse; 


at sen p 
va—=e costa 
(a? — e%) cos p 
ya — corp 


yp.- 


y finalmente (véase la figura). 
Ñ G 6 a 
2er a 7 2 ya op 


30. Con las notaciones de la figura, se tendrá; 
Sr: G = sena, : sena, ; sen (0, + 45): 


además, 
% + =2a, sena =>2, cosa =y(a — ea 


4=4--P 4=a :p, 
y por lo tanto 


Si= [ye 8 ens), 


Sl se hace girar a la varilla 4.8 un ángalo y tal que 189 = JA, 
tendremos $, = G, Sa = 0, es decir que 6 cuelga sólo del ramal fMjo en A: 
Para valores mayores de fp. 

correspondiente se pondría flo, 
rígida. 


S, sería negativo; y por lo tanto, el ramal 
jo o habría que sustituirlo por una barra 


50. Por razones de simetría, la posición de equilibrio de m corresponde 
q la altura del triángulo que pasa por $: Llamando h, y Ba u las distancias 
de E la base y al vértice, la atracción de la base vale (Véase proble- 
ma 


siendo MÁ = mB =c y pa la masa de la base. 


— 163 — 


51-—66. Soluciones 


Si, además, se hace, SP ==, Pm =x, <PmS=9, 1 P'Sm=a, 
y ((M = udz masa del elemento en P, la atracción de ambos lados b sobre 
men dirección de la altura mS valdrá, puesto que eos p =(h, — 2 c08 0)/x, 


> 
y kmdM Po (hy —2cos ad 
Ky=2 [ES cosp = 2kmp / aaa 
0 
sa 2k 
Kyo 14-118 
he 


Haciendo ahora K, = Ka, se tiene 


hiihi=a:20 


51. La resultante es igual a Q; cae a Ja derecha de la fuerza dada Q. 
le es paralela, tiene su mismo sentido, y está a la distancia =k. (Hágase 


girar al par de fuerzas Kk transformándolo por la ecuación Kk =: Qq). 

62. Aplíquese primeramente a las nueve fuerzas el polígono funicular. 
En segundo lugar, hállese la resultante de las tres fuerzas y compóngase 
«on la resultante de los tres pares como en el problema 51, 


658. Solución análoga a la anterior. 


_ 54, Hállense primero las líneas de acción de XK, =X, + K, y de 
Ku = K, + Ki mediante las relaciones dadas ; descompóngase K en estas 
últimas y finalmente K,, en K, y K, y Ku en Ka y Ko 

65. Hállese la resultante de las tres fuerzas dadas y descompóngase 
en dos fuerzas según las rectas dadas. 

56, Si K, =K,+ Ku, forzosamente K, = K; + Ki = K/2, con lo 
cual ya se puede dibujar la línea de acción y la magnitud de la resultante de 
XK, y Ku. Una descomposición ulterior da en seguida K, y Ka. 

57. Si, por ejemplo, se dan las posiciones de K, y K, como K,: K, 
= 1;2, será también conocida la posición de su suma K,,, y slendo K,, 
= Ky = K/2, fácilmente se determinará la posición de Ky. 

58. Fórmese el momento respecto a un vértice del triángulo. 

50. Un par cuyo momento es igual al doble del área del polígono. 
A ¿Las tros componentes son iguales a K; sus direcciones son .B C. 

61. La resultante es 2K vertical y dirigida hacia arriba, y cae ala 
derecha del cuadrado, a una distancia del centro del mismo igual al lado. 

62. La resultante vale 7,14 kg.; la ecuación de su línea de acción es : 
172 — 5,22; su sentido de rotación es contrario al de las agujas de 
eloj. 

$8. La resultante es 2K, su dirección CD, a la derecha y exterlor al 
hexágono y dista AC/2 de CD. 

64. La resultante = — 4kg.; cae a 19,25 m. de K, y a 6,25 m. de K, 
y es paralela a ambas. 


y 
un 


a fe 
85. O bien cosa, = cosa, = mE, cosa, = mn 6 cosa, =-—- 


Cos = y MP3, cosa, =n. [proyéctense las tres componentes sobre 
K y normalmente a K y fórmense los momentos respecto a Ay.) 
86. K:0Q = 5,828; resultante = 6,8280. 
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Soluciones 6713. 


87. Un par de fuerzas de momento M = 12,029 kr*. [Calcúlese la 
Jongitud de los hilos después del giro, las tensiones son tangentes al rodillo.] 


68. R=Kv/3, dirección BA. 


89. El contro está entre C y O a la distancia 0,526a de € siendo a 
el lado del pentágono. (Hágase girar las cinco fuerzas 90”, hállese su resul- 
tante y el punto de intersección de ésta con OC.] 


70. El punto de aplicación está fuera del triánguto, en K,, a la distan- 
ela de 3,732a de A. [Hágase girar al sistema de fuerzas 60* hacía la derecha 
y hacia la izquierda ; hállense las resultantes y su punto de intersección.) 


71. La atracción del lado de la derecha sobre 

el elemento dM, del lado de la izquierda, en la di- 
rección de a vale 

' 


a SEA cos a, [ERA Led A 
Ñ 
A 


mo 


y tomo AS 


dM = dy, cosp = A Poar+ yt AL 


> 
dy kudM, l—z z 

A cl E +yaral. 

Y 


Haciendo dM, = 4 dz e Integrando de nuevo desde z =0 hasta z =/. 
tendremos la atracción total 
1 


2kp* f _zdz  2kM” > 
K== fis- ar Va Pa) 


o 
en donde M = ¿21 es la masa de un lado. 


72, Las sumas de las fuerzas según la horizontal y la vertical y los 
momentos respecto al punto A dan: 


A—Ccosp=0, 
G—Csenmp 0, 


Cc — Gl senp —- 0 


A 
sen 
«de donde Pr 

senp = Ya, C=G)penp A =Gctgp 

Teniendo en cuenta que, para el equilibrio, lus 
líneas de acción de las tres fuerzas G, A, C han de 
pasas por un mismo punto O, seobtiene inmediata- 
mente 


TO =1senp = ajsentp 
Se supone a< tl. 


G 
3. senpe 5oro [Igualar a cero la suma de los momentos 


respecto a 0.] La presión D entre el cilindro y el hilo pasa por M rel 
punto de intersección de los dos hilos ; arado a al Agulo en M Je for- 
man las normales a dichos hilos, tendremos 


D = Q senpicos (p + a),2 
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74—8l. Soluciones 
74. Presión en A = GY1-L ciga, 


bh 
Presión en B = G ¿etga; tgp=5tga. 
[Descomponer la reacción de la articulación en sus componentes hori- 
zontal y vertical.) 


Ts BP = 2 tga; D=G + ictga ¡Resolución como el ante- 
rior.) 


beosa cosBl. d__cosa 
Tacos (Ba) '* acos(B—a)" 


[Se hallan los momentos respecto a A y las sumas de las fuerzas según la 
'orizontal y la vertical.] 


Ra 


MS 7 UPrácense las presiones en A y 2 perpen- 


diculares a las superficies de apoyo, y húllense los momentos de las fuerzas 
respecto al vértice.) 

Gráficamente se obtienen S, A, B, descomponiendo G según las tres 
rectas S, A, B. € 


1 
78, cospeg lay yarF32r), A=Gtgp C=Ggzr. 


79. K =G sena/2, A = G cosa/2, y =a/2. La tensión en el ramal de 
cuerda BC es K. [Hállense los momentos respecto al punto A, teniendo en 
cuenta que para el equilibrio las tres fuerzas A, G y K (ésta actuando 
cn B) han de pasar por un mismo punto.] 


$0. Hay tres soluciones posibles ; 
Lp=0 A=R=GyZ 


My 1 copo. A = La (cos p Feng), 


ir, 
[Sc toman las reacciones en A y B como ejes coordenados.] 


$1. En la posición de equilibrio, la línea de acción de G ha de Pasar 
por el punto de intersección de A y 8. De los triángulos ASO y BSO se 
luce 


DS _cos(9+a) 03 _ cos (89) 
a "ma? 5 ep 


ucos(Y+a) _ decos (B— Y) 
sena TG 


de donde 


o bien 


actga—betgB 
ad e 
Finalmente, del triángulo de fuerzas se deduce 

sen fi sena 


Canas, Borra 


elibia. 


Soluciones 82—96. 


077 cos p 
se. cosB=YZ. a- Ca FP Gt É, p=semiparámetro 
de la parábola. (enla los momentos respecto a Á y utilizar la ecuación 


polar de la parábola 
= —-— haciendo AF 3F= 
n= cop Peciendo AF S5F =p/2) 

e 

8. 5-6) DC, p=28. 
senf sena 

e a=6 ap PC mara 
85. 30 [Hallar los momentos respecto a 0.) 
se. tuy- s ctga, D> (6 + G)cosa, Di= (Gi 6) sena, S= 


vareara y Gicosta. [Tómese A0B como sistema de ejes coordenados,] 


87. La presión en B es normal a la barra y vale G cosa lja. ua pre- 
sión en Ó tiene una componente horizontal : Á sena costa + 1/a y una ver- 
tical: G [1—cos*a.l/a). 


88. Las fuerzas A y G por un lado, B y C por otro forman pares cuyos 
momentos deben destruirse mutuamente, 'De aquí se deduce 
A=G. B=C=Gcosa:aj. 


Ss. 2 $0 La prosión en C cs N= G/2. 


90. Hay dos soluciones posibles 
G A 
L p=0 N=0 IL cosp=3pp N= Var — Gr 


[Introdúzcase en A la presión N hacia ambos lados normal a EC y há- 
Nese: para la barra AH los momentos respecto a O y para la CE los 
momentos respecto a C.] 
ay E; + byú, 
MUTIN 
resiones cuyas componentes horizontales deben ser iguales y opuestas, 
órmense para la varilla de la juierda los momentos e al 
punto de intersección de la horizontal que pasa por B y la vertical que 
pasa por C. Repítase lo mismo para la varilla de la derecha,] 


92. cosp= Ya2Í ¡Por razones de stmetría. las presiones de las 
varillas en la articulución han de ser horizontales] 
Debe verificarse a=21 D= E=Geosp C- Gt 


0, 2= [EL pie A común a ambas varillas sufre 


Ge BT 
M. gp A lL 
G,ctga— G, ctgf 
= IG” 
Gir, cosa, + Gi, — Gafa COS, 


a grsenas  lPormar momentos res- 
pecto a 0. 


9. gp 
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nes 


97-102. Sola 


A 
rr lo 3) tga. 
de cinco fuerzas: tenslón del hilo. presión del rodillo, peso propio, 
ón del sueto, y reacción horizontal de la articulación en 0.] 


da barra está sometida a la 


26 0 a) [Tómense las presiones 4 entre las esferas y el 


». Q 


indro, y hállense los mumentos respecto al punto de apoyo sobre el 
lo de la derecha del cilindro. Xf puede determinarse por medio del trián- 
lo de fuerzas correspondiente u la esfera smperior.] 


19. De los triángulos de fuerzus correspondientes a ambas esferas se 
«leduce, tentendo en cuenta la igualdad de las tensiones de los hilos y de las 
preslones entre las esferas. que a = f. Las momentos respecto al punto 

dan 


Del polígono de fuerzas (véase lu figura) se deducen las 
siguientes relaciones 


Deose 


Saa Y 1 
Ñ cosa. 3 
Dsent = S sena 


y del triángulo 40B (véase figura del enunciado) 
le TY o (E a 22 (8 1) es 24. 


Pos consiguiente 


1: cos2a PM 


LU ny 


costa 


5 


DON FE Gl y y — 
dE Pp t 
100, E rá í (% ). uk 0) ca p= 07 seng. La 


ión de la articula 


dirección de la re: 
es horizontal. ] 


n «que ambas barras ejercen en O 


dr e Si A co 
ES A=0, Es Ga D=(G4 (Gj. [El centro de 
arra debe estar en (.] Los momentos respecto al punto 
" 


11. 


clap Ga Gr 
Gr 2r 2a6G 


MR eos po MP os 2, el ENcosp MP 
ESA EEES 
cos p dos q 


108 


Soluciones 103—107. 


Ga 
108, cos E RIMA esp 


G 
Q 


sión en el trozo de hilo BC es Q. Fórmese para la barra y el semicilindro 
los momentos respecto a 0.] 


cosa cos(u ip -p). [La ton- 


104. Se sustituye en la solución del problema anterior y = 0, y resulta : 


2. — GE Q 
e65=e 0 rasa 
tala +9) ¡a (ap) 
aa? BS Ora 


n=G 


o 


105, Teniendo en cuenta que tanto los pesos como las reacciones 
los puntos de apoyo de las semiesferas sobre el plano horizontal son vert 
cales, las reacciones de las articulaciones en los extremos de la varilla lo 
serán también y, por lo tanto, cada una será igual a Q/2. Los momentos 
respecto « los centros de las semlesferas dan inmediatamente 


107, 
a BP > 26, 


y, además, se tiene la siguiente relación para determinar y : 
1 
sep = 7 In (1 senpy) —r, (1 — sena] 


108. Haciendo 2 BOC =p. x B,OC, = Q,, se tiene 
4 = RAP 4 CURP) Re, 
y de la igualdad de las presiones horizontales en O, se deduce: 
Glsen 29 sen p = Gl, sen 29, sen, 
De esas dos ecuaciones salen los valores de y pu, y finalmente 
e hegp hdp 

107, tg8 =tga (1 É - Para determinar los ángulos a y $ sirce 

esa ecuación combinada con la relación 
isena — 2rsenf 


siendo 1 la longitud de la varilla desde O hasta el centro y r el radio de un 
rodillo. Además 


"2 cos fp” 


El mínimo valor de £ es 2/6 y a él corresponde, resolviendo la ecuación 
primera respecto a Q 
jsp MUA 


2 3 gar 


Desa 


10 


108—-111. Soluciones 


108, En primer lugar y por las razones expues!as en el problerna 89 
A1=6C, Ar=Gp. Bj=C, B=Cu 
Tomando la suma de momentos de las fuerzas que actúan sobre el 


cilindro (peso proplo, presión de las varillas y del apoyo) respecto a su 
centro, se tiene 
B,=C,=B,=C, 


Tomando la suma de momentos de las fuerzas que actúan sobre la 
varilla A, C, respecto a A,, tendremos 


G,l, cosp = C,-2r (momento del par) 
y para la varilla A, C, respecto a Ay: 
Gu, senp = C, 2r 


Gt, 
189 = ¿7 


de donde 


y Cada una de las cuatro presiones vale 
1 


CG, 
Bm Ci= By= Ci y 


109. La resultante pasa por el centro de la esfera y es igual al diámetro. 


110, Una arista debe ser Igual a la suma de las otras dos. (Tómese un 
vértice como origen de coordenadas y hállense las sumas de las componen» 
tes X, Y, Z y de los momentos M,, M,, M, respecto a los ejes. Para que 
Ja resultante 'sca una fuerza única, debe verificarse la ecuación 


XM, + YM, -2M, =0] 


111. Escójase por ejemplo el eje Oz de modo que pase por K,, el eje 
Ozxsobre la minima distancia y el Oy normal a am- 
bas, con las notaciones de la figura, tenemos las siguien- 
tes componentes : 


8 x,>=0  _fX,=0 

Ri Yi=0 Kid Y,=Kacosa, 

y Zi=Ks Z, = K,sena,, 
(X=0 


K,+K, = Kx Y > Kacosa, 
Z =K,+4 K, sent, 


Los puntos medios A, B tienen las coordenadas 
a, a 
AJO, Bx+K,cosa, 
0, 4(K, + K, sen as), 
fo 
por lo tanto: segmento AB< 4 K,cos 0, 
3 (K, + K, sena). 
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Soluciones 112-121. 


112, K=yKI-Ki=1442 kg 
K,K, 


M p sena = 8,653 kgm. 


K;_3 K_2 
tga, “2-3 tg0, -=F 


Haciendo AC =p, BC = p,, tendremos 


Pr325=180,:tg0,=9:4, pp. +P.=p=13m, 
de donde 
p,=09m, py =04m. 


113, El momento de cada par vale M= XK Vr + Y 


114. El eje central del sistema de fuerzas pasa por A y es perpendicu- 
lar a la cara opuesta. La fuerza es R= K yY8 (resultante de las fuerzas 
que concurren en A), el momento M = Ka /3/2. [Suma de los momentos 

las tres fuerzas K que actúan en la cara opuesta al vértice A.] 


116. Las cuatro fuerzas son iguales a M/a. Las fuerzas buscadas 
forman en el espacio un polígono cerrado. (La longitud de AB es a/q/2 
y las cuatro aristas donde actúan las fuerzas buscadas están inclinadas 
=/4 respecto a AB.) 


116. K=35,385 kg. M=47,538 kgm., 0=88%12 8=09%*%; 
y = 15812; p'= 14,054 m. 


117. Un par de fuerzas de momento M = 44,721 kgm., cuyo eje está 
en un plano paralelo a AB y es normal al papel, formando con AB un án> 
gulo cuya tangente es +. 

S ga =3 PL, 

118, Se tiene Pp = Qq y tg0 =3 55 

110. Un par de fuerzas de momento M = 2Ka y/3 en un plano para- 
lelo u ABC, [Agrúpense las 12 fuerzas según las tres secciones cuadradas 
del octaedro ; las fuerzas que obran en ellas forman en cada una dos pares 
de momento Ka; los ejes de estos pares son los ejes del octaedro]. 


120. Q3=P+4+3P3+4 Qt; la dirección de Q, pasa por C, está 
en el plano ACD y forma con P, un ángulo cuyo coseno es igual a 2P,/Q, 
[Q, debe serla resultante de P, P.y— Q, ¡para hallar su magnitud hágase 
pasar por A un sistema coordenado según los lados horizontal y vertical 

le la cuña ; las componentes son: P,cosa; —Q, y P, + P, sena = 2P,. 
[03 es el cuadrado de la suma de cuadrados de estas tres magnitudes. ] 
121. Adoptaremos las notaciones del problema 110, De 
XM, + YM, -ZM, =0O resulta a -bi0o+0: 
R=VEIT Y y 3 
cos (Rx) = eos (Ry) =cos (Rz)= 1/1 3; 
e] momento de las tres fuerzas K respecto a 0 es: 
M=vM TM, =M, =kyriFFTEe 
p=MIR=YGF IE 


=M-— 


122—130. Soluciones 


122, Adoptaremos las notaciones de los problemas PA 121. Si el 
torsor de fuerzas ha de pasar por O, se debe verificar X: Y: Z=M,: M,: 
-M,, ahora bien: 


X=Ky Y=Kpy Z=K: M¿=KD, My=Ko, M,= Ka, 


de donde 
Ki: Kg: Ka = Ya E: Y FA: Yen. 


123. R=2Ky8, M =4 48 Ka. El eje encuentra a la línea BD en 
el primer tercio a partir de B, es paralela al plano ACGE y forma con BF 
y AC ángulos a, a, para los cuales 


184, =1/y2, tga, = y2 
124. a:b;c = K,l: Km: Kan, [Tómese la suma de momentos Tes- 


b 
pesto a 07; F(Zy E Ya) = Kem—Kibn =0, y procédase análoga 
mente para los demás ejes] 


125, El par de fuerzas que actúa en cada cara del poliedro puede sus- 
tituírse por dos fuerzas que actúan en las aristas, de egultod Igual a la 
mitad de ellas y con un sentido tal que las árcas reco resulten posi- 
tivas. [Véase problema 59). Hecho esto, se ve que en arista actúan 
dos fuerzas que se destruyen mutuamente, 


asen p 


10 aa 


4 Di 
El valor Ka, se obtiene para Lg % VE 


[La proyección de la tensión del hilo sobre el plano horizontal que ac- 
tuando en B tiende a hacer retroceder la barra, tiene la dirección BB. 
17 Du Z, His + [Cada esfera se considera separadamente ; 
la de arriba está sometida A acción de tres fuerzas D y a su propio peso 
(; en cada una de las inferiores actúan la presión D, la reacción del plano 
Di, el peso G y la fuerza H.] 
d —Ki Le Ka Ñ 
2 E (compresión); $, += IVO=TA (acción). 
(Considérese separadamente el vértice de la pirámido y Otro de los de la 
hase, análogamente a lo hecho en el problema anterior.] 
6 a . GRE a 2 
129. S= 2viyar=a? 95- — ar—asp- Vas des fuer 
zas S en A tienen una resultante S, = 25 cos 30% que está en el plano de las 


tres cuerdas ; tómense los momentos de S, y G respecto de O e iguálese 
su suma a cero. 


¡30,7 =2a/ 1/3, Dei = 26, siendo G el peso de la estera. [Las reac- 
ciones del borde actúan en'las líneas de unión de los puntos del borde con 
el centro de la esfera; siendo a su inclinación respecto a la vertical y D 
su suma, tendremos 


de donde 


Deosa=G=1yna, 


y 


4ya 
Da — 
3 yr=e 
De esta expresión, siendo 7 la variable, se halla el mínimo. 


E Y PE 


181. Scan $S las 
tensiones en los trozos 
superiores e inferiores 
de los hilos y D,, Da 
las reacciones sobre los 
mismos en los puntos 
A y B debidas a las 
tensiones circunferen- 
ciales Si S¿ de los 
anillos; adoptando las 
notaciones de la figu- 
ra, tendremos para que haya equilibrio las siguientes ecuaciones: 


S cos B=6 
mua a (E5B=O, 

S (cos a —cos Bf) = G 
Exnip: el3 (sen $—sen a) = Dy- 


De ahí se deduce en primer lugar 


cos $ = cosa =22. 
La relución de distancias a 0 de los anillos es 
x:y =1cosa:l(cosa + cos $) > 2:3 
La tensión S de los hilos se determina por la siguiente ecuación : 
R = 1 (sen a+ sen 8) Ap pei ; 


de modo que conocido S, las ecuaciones anteriores permitirán determinar 
los ángulos a y $. 
Considerando la otra ecuación geométrica 


ey 14 


r=isena=1 


y tliminando S entre las dos ecuaciones, se obtiene la relación entre R r, 

y! qe cumple las condiciones del enunciado (esto es que el anillo superior 
quede apoyado en los puntos medios de los hilos). e 

De las dos ecuaciones de equilibrio que quedan, se deducen fácilmente 
D, Pos El polígono de fuerzas está representado en la figu 
'ara determinar las tensiones circunterenciales S, S, en los anillos, 
supondremos cortado cada anillo por una sección medía y consideraremos el 


equilibrio de un semianillo sometido a la acción de las cargas y Ax» 72% 


a lo largo de los perímetros respectivos, además de las tensiones $, S; en 
las secciones del corte. De esta manera se tendrá : 


AR = 28, de donde S, = 


Dr 
2x 
$ D, 
y del mismo modo S, =>. 
Obsérvese que la tensión S, del anillo superior, es una fuerza de 
tracción, mientras que la S,, tensión del anillo inferior, es una compresión. 
182. 89 >= A . (El e. d. g. del triángulo debe es- 
tar por debajo del centro de la esfera y los vértices de la base b deben 


estar en un plano horizontal. Trácese un plano vertical por la mediana del 
triángulo] 
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133—134. Soluciones 


183. Tomando como ejes coordenados las líneas x, y, z de la figura, 
las cinco fuerzas H, G, A, B, C tienen las siguientes componentes : 


H 0 0 0 (—C cosa 
H30 Bs Y 650 Ad c30 
0 z —( 0 C sen a. 


Sus puntos de aplicación tienen las siguientes coordenadas : 


f UIC RDA 
o (az li E VER 
Bo Sq ya? Alyy=e 
0 Dres a 
Uña Laa ¿vB 
a 2r 
to 4 rooreosa 


ACE) 


E: 


siendo cos u = 5 además, ll = 1,4 Ya y 


PI A 
Las sels ecuaciones de equilibrio son : 
EX = H—Ccosa =0, 
EY =--A -Y=0, 
22 =—G+Z-Csna=0, 
E(YZ—2Y) = —Gef2 + Cygsena + Ar, =0, 
E(X—22) =Gx1,2—Creosasena— Csenaía+r rcosa) = 0, 
Z(rY —yZ = Cyocosa—Az,=0, 


de donde : 


m2 YES er 


2d? (a+ yÉ 
a 
B , yala - 21 ye 
12-32- | 


184. El plano cuordenado zz se toma como vertical y el eje y como 
horizontal. Las fuerzas K y Q y las reacciones de los apoyos en A y B 
tienen las siguientes componentes : 


fo Q sena X: X, 
Et ojo az 2% 
0 Q ens a 1Z, 0, 


—=1MH 


Soluciones 135—137. 


Sus puntos de aplicación tienen las coordenades siguientes : 


—a o o 0 
Kx0 Qsr az0 B30 
b q—e 0 b 


en donde e representa un segmento despreciable (cuando r es pequeño y 
a no difiere mucho de 90) que proviene de la inclinación de la cuerda 
sobre el eje del torno. 

Las seis ecuaciones de equilibrio son : 


EX=—Qsna+ NX +X,=0, 
SY=K-Y +Y,-0 
1Z=-—Qo0sa+ Zi=0, 


E(yZ—2Y = —Kb—Qreosa—Y,1=0, 
Z(X—xZ) =—Qgsena + Xl=0, 
X(2Y —yX)=—Ka + Qrsena 0, 


de donde se deduce 


r 
K =Q;sna, 


[x,=0% sen a (xa = 0 sena 


A 


Y, 050010 sen a) 2 y, -—0! (2 sena + cosa) 


1Z, = Q cosa, Z,=0. 
185. Hallando los momentos de todas las fuerzas que actúan sobre la 


laca respecto al eje BC y designando por S la semicuerda BC, se tiene para 
la posición de cquilibrio 
y 8 


0-0 ZyF=3 
Obsérvese que Q en función de s es monótona decreciente (para a cre- 
lo 


ciente) y que r es el valor máximo que puede alcanzar s. Por lo tanto, la 
incógnita x valdría: 


2=Ry+r—yR—=A 
y 
vE=P 
Qusa = CTA 
.s ls Q no es un minimo analítico sino un valor menor que los demás 
osibles. 
EOMETT Imagínese cortada la burbuja por uno de sus planos diametrales, 
la suma de todas las fuerzas que actúan a lo largo del perímetro del corte 
en la dirección normal al plano diametral es S2rx; mientras que la carga 
de cada mitad vale (P— P,)r*x; igualando ambos valores tendremos : 
S=(p—p)rR. 
6 1 11 6 
187. 2 =3[s Y =715% C=>zpG. [Hállense los momentos de las 


presiones A, B, C y del peso G respecto a los lados A B y AD, y téngase 
en cuenta que A + B + C= 6.) 
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138-—152, Soluciones 

188. sena: senf:senp =a:b:c, [Hállense los momentos respecto 
a los radios de la placa que pasan por A y B) 
a a A 4 
T+ ES a 1=3- [aplíquense las ecuaciones: 
Pujar, PES[zdP, Pr =jydP). 

140, Siendo d el diámetro del émbolo, se tiene 


189. P= 


a 
PEE =2F, -2kAt= 


+E Ab. 
El émbolo bajará una longitud 
nd 
A — 
y el cilindro subirá al mismo tiempo 
pad 
Ale 
141 E 
a 
142, 7 = 0,3690. 
a(a > 20) biz e 
e E TE 


144. 7 =0,789a, 
S 26% + abr + a 
IE EST 
20 (bsena + añ; + ar(1—Gctga) 
4(b + e) sena + 24 E 
“a 
A 4(8 + senta) 
ur+ br—0t 250 a—b7 
Marbid. * "Tauro 


149. E ¿a 0: 3u—a (¿ava). 


160, ¿ao n=Y 


146. Y- 


14%. 7 


148, ¿=s 


Es sen2a(1 2co5a) — senta. 20 
28 CT 
; sen2a(1 + 2 sena) + 2esenta- 28 
a Tena , 
en que: 


N mosena(í + cora) + 26 (cos a -—sen 4). 


4 EL] 
152, zx es la raíz positiva de la ecuación 2% +73 = 24 e rel 


radio del círculo pequeño es igual a R/3.) 
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soluciones 153—1 


153. Sea o el radio del círculo inscrito en el triángulo L 31N'; la dis- 
tancia del €. d. g. del contorno del triángulo dado, al lado a del triángulo 
, es 

_diseny+crsenf  osenp(b— 0 

“TAR TO "Aar O 

y una cosa análoga ocurre para las distancias a 5 y c, lo cual demuestra 

el teorema. 

154. Cnlcúlense las distancias del punto de intersección S a los tres 

lados del triángulo. 


b 
=55n)—0 


158. 7 = 5,95, 
150. y > 8,89 y 
160. » = 14,88. 
161. 7 =6,19, 
162. 7 =19,8, 
168. ¿= 9,87, y = 30.15, 
164 ¿=2,21, 7 = 3.88. 
165. ¿= 4,86, n= 4,46. 

,99. 

en 
a 


4 R3-—T? sen a/2 
e 


senta cta BOÍ — sen28) — sent B etga(2G—sen2 
sent f (24 — sen 24) — sent a(2$ — sen 28) 


Me. ¿=7- Ar(r +0) +2(0—0)(Qr +0) + 4903 


a(2r 3) + 8(a—3) 
[Aproximadamente, sí se toman las bridas como rectángulos. 
18, ¿=2,14, 7 =118 


5 14 
114 ¿=- Er nr 


mL ¿- 


2R—B Ra 8n 


il. 943 R—i2ra 


== 
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178--185. Soluciones 


A(RD(Rir—a (RMIMÓ4A(R-T—a) 
HE E O ET E 


175. ¿= 


179. $=976, 9 =254 


180. En primer lugar, el cuadrilátero 4,B,C,D, > ABCD:; además, 
€, es el e. d. g. del triángulo ABC y D, el de Á BD. Como la recta que une 
€, con el c.d. g. de ACD ha de ser paralela a 1D, se ve que las paralelas 
a "BD por €, y a AC por D, son rectas que contienen el <. d. g. del cua- 
dirilátero, el cual colncido, por lo tanto, con el punto S. 


191. La figura que une los punios que dividen en tres partes a los 
hidos es un paralelogramo puesto que se ve, por ejemplo, que la recta que 
une los puntos de esas condiciones inmediatos al A ha de ser paralela a 

D. Para demostrar el teorema conviene 
transformar paralelamente a una diago- 
nal, por ejemplo la AC, el cuadrilátero 
dado en ¡otro cuyas diagonales sean nor- 
males entre si, con lo cual evidente- 
mente no se altera la distancia y del 
e. d. g. a la recta AC. Adoptando aho- 
ra las notaciones de la figura, la cons- 
trucción da; 


e+d 2d ed 
n= Fe. > 


y. por otra parte, la definición de y nos da, haciendo / = 4 (a + 6) (e — d) 
igual al área del cuadrilátero. 


Elivs _ 14 +1) (+ 10d, a+ (cede 
a il DE ES 


lía + b)(c+ a Me—d) cd 
DEE 


como antes, con lo cual queda demostrado lo que queríamos. 
El cálculo puede aplicarse también, sin transformar el cuadrilátero). 
y CI una demostración puramente geométrica como en el pro- 
lema 180). 


182. y = a + 2c051a) 


4 G—senga  * 
a 
188, 2 =35(3—vV3) 


1 quy feat, 


185. Sea n el número de lados del polígono, 7p, 7. las distancias a un 
eje x cualquiera de los e. d. g. S,, S¿ del contorno y del área del polígono; 
tendremos : 

2 IA ja 
Lit 1 ED SH 
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Soluciunes 186. 


en donde », es la distancia del 
centro de gravedad del lado 1, 
y ti la del c. d. g. del trián- 
gulo del lado !, y vértice O. 
Según la figura. siendo h ta 
distancia del punto O al eje de 
las x, tendremos 


1 
MM 3 (0-2), 
o sen ee 
Mr. 
Como, además, /, == 3 rl, 
(r == yadio del clrculo'inscrito), 
de deduce 


r Ah. 29, 
Elm MERO dE LA, 2 


%» F 
, Ez 


Ne — No — ¿(A — Ag), 
y como esto es válido para cualquier eje z, la proposición queda demostrada. 


186. Los triángulos AS O y AND son semejantes ; por consigulente : 
08:5 —r:] AM, de donde DS = ¿HÉs7, 

siendo AB = c, Siendo el punto de intersección de la tangente AN y la 

mediatriz OD y a el semlángulo on el centro, se tiene AU = me > rtga 


y DO =z> y de la semejanza 


AQMO=QLD, como AL = ÁC = ráresulta: 


04:01 -=70:0D, 
o blen 
r 
rtga—AM “cosa r 1 
o dl A 
riga—r Ztga ¿sena senta 
De donde sale 
== 1 r sen a cos a 
AM urtga—[rtga—r0] a 5 


además, el área del segmento es : 
1 =r8—rsnacosa =rAM senta = 
con lo que 
—hk_ re re e 
093 7 qe SIA” 127" 
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187—-198. Soluciones 


187, Semisegmento parabólico; ¿= la 


Complemento: ¿= La, 


188. Se hace VA = XT, AB[ Ox, y se tiene AS =1AB. 


190. E= Z 7- Es a, 5 semiejes de la elipse. 
4 ab 

10. Eras Lem. 

101. 

192, 

198. 


104. Se traza por O un plano cualquiera, siendo z las distancias de 
los pesos iguales en los extremos de los vectores, a dicho plano, se tiene 
Ex = 0 que es la condición para que todas las fuerzas se equilibren en O. 

105. Se traza por m una recta cnalquiera como eje de las 2; la atrac» 
ción en esa dirección valdrá 


X=km Em zx, =kmMé, 
siendo le lu constante de atracción, m, un elemento de masa del cuerpo 
atrayente y M su masa total. 


—. 
100. 5 za ; cosa) > 


197, Sea F la base común de ambos conos. 
la distancia del c. d. g. buscado viene dada por 
la ecuación : 


1 Fhity— Flats li a 
23 FA Fha "4? 


El punto P dista de O,, medido normal- 
mente a F, la magnitud A¿; de O, la h,; por 
lo tanto de F la h, + h, y como el €. d. g. bus- 
cado ha de estar en la recta que une los de los 
conos dados y S,S, l| 0+0,, se deduce para la 
distancia del punto S de Intersección 
con aquella línea de unión, el valor (R, + Ay)/4. 


118. Cortando por dos planos perpendiculares al eje z una rebanada 
ala distancia z de O, y slendo x, y, z las coordenadas de su €. d. g., el volu. 
men de dicha rebanada será : 


4Y =4:/7—=P dx, 
de sr 
2=3 il? V =1dY 


=<x, 


ana,  y=0; 
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Soluciones 199.--205. 


Pura las coordenadas E, 1. E del e. d. g. tendremos: 


VE fzdv, vn =fyar. vi mbzav, 


=— -, 


«le donde . 1 
r 
Es EP 1-20 ¿=7¿Ue rg. 


109. 51 se divide la cuña en rebanadas paralelas a la base, una cual» 
quiera de ellas situada a la distancia z de la base tendrá paralelamente 
a a y D, las dimenslones siguientes : 
a—a Los 
E E e y == (4: 


El volumen de la cuña es, por lo tanto, 
ñ 
c db. 
Y =J=ydz - ESO + 24), 
0 
y la distancia del e. d. g. 3 a la base se deduce por lo tanto de 


h 
Vo Jay ose 3= ea 
0 


ay 


>” 220 - ul 


200, El c. d. g. es el punto medio de la altura, [Volumen del parabo- 
lvide xr!h/2, r »= radio de la base, h = altura del paraboloide. Distancia 
del vértice al e, d. g. 2A/3. 

301. Se divide el tronco de pirámide en fajas rectangulares paralelas 
al las bases. Llamando 2 a la distancia de una de ellas a la base superior, 
sus dimensiones paralelamente a a y abs 

a—a 
mar —= dz e yabr 


El volumen del tronco de pirámide vale 
h 
h 
V=feyaz=E ab 400, + (a 090), 
0 


y la distancia del e. d. g. £, a la base de arriba se deduce de 
» 
VE, =|[zav 
Ú 
h_2ab + (a +4)(9 -—b) 


o sea 2 2 ab F0b, (1 — 41) (6 - bj" 
si E 4 Pr 42 
202. A 


204, E=y=[=30/8 
3 Distancia del centro £ = Za 8. 
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206-220. Soluciones 
har 25 
206 Er 
BE OE, A 
nat REA 
13RpP46r0(2hA1 0 +8BRIMADABR 
=3 RAS 304 ART e 
209. Para z tenemos Ja ecuación (recíproca) de cuarto grado : 
P—An? + Grn—4r 4 1-0 


y ¡2a 6V(, 34 
= E-1). el). 
3V;3 4a 3an 


iS ] 


207. e= 


208. E 


20 x 


211. y =56”394. (El centro de gravedad de la superficie ostá de- 
bajo de A en la vertical que pasa por este punto.] 


212. 189 == 2,172 7 [El centro de gravedad del semicilindro está en 
la vertical que pasa por 0.) 
sia te (or2) m 1//2. [El centro de gravedad del cono está en el cen- 
la eS 


tro de lera.] 
ae _ ATI 
2)4. ua + (3) . [Siendo Y, Va los volúmenes y Es y Ex los 


distancias de los e. d. g. de los sectores a la vertical que pasa por O, debc 
verificarse la igualdad Y, E, = Y, Es). 


Gy2 4 
e. 5 EA (1 — 2) 0.2096, B = 0,8086. 


+4 
6? =— 354 


[Se descompondrá la presión en 8 en sus componentes horizontal y ver- 
tical ] 


210. 414 3ar =D +38! =ct + 37? [Trácese desde O la normal 
OS al Lriángulo y calcúlese por los triángulos ASO, BS0, CSO; la traza 
Ses el e. de g. del triángulo.) 


217. K=¿yLrtgp. [Tómense los momentos respecto a 0.] 


218. Para z se tiene la ecuación x* — (E-1) ar= E 1 ) re: 
de donde x = 0,288 r. [Tómense momentos respecto a AB.] 
219. a) A =29,5 kg. B = 31,5 kg. 
b) A = 155,5 kg. B = 189,5 kg. 
e) A = 2200 kg, B = 2800 kg. 


md Ka K,(a= br 
220. 2 EZ TR AR 
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Soluciones 221—226. 


a cos y ] 
2 B=Cra Av; 


j Za. aca, b— a cosy 
0 GV eosy+ de irds CA os yaa 


222, Las componentes verticales de las reacciones de las articulacio» 
nes en A y B son: 


V.=Ki 
además, los momentos respecto a C del trozo derecho dan 
» dx 
H-Vj=K 
Para T = a, se tiene 
ab 
Marx = K > 


Llevando esta magnitud bajo C normalmente a AB a una escala cualquiera 
y uniendo el extremo con Á y B, se obtiene la línea de influencia. 

228. Lasreacciones enlas articulaciones A y E tienen las componentes 
Y y H, cuyo valor es 


V = 6/2 +9 y 05 FRE 325 kg, 
Hd (6 + q VIT TA) 300,7 hy; 
la fuerza que actúa en C vale 
Y E 


La inclinación de Rsobre la pared es a = 58* 30", 

(Póngase en las articulaciones A, B, C las com: 
ponentes horizontales y vertícules de las presiones 
y Tons las condiciones de-equilibrio para A B 
y BC. 


= 430,2 kg. 


22%. D,=abq D;= bes seny son los valores 
de lus presiones normales del viento sobre las partes 
a y e del medio pórtico AC. Sea D su suma. Como 
la reacción en 4 ha de pasar por C, se conoce el 
punto $ para el equilibrio de A, Cy LD y con estos _) 
datos se puede trazar el triángulo de fuerzas, 1] 

22 La dirección de la reacción en B cs A B, Con ayuda de P se halta 
primero la reacción en C y después la carga Q. 


226. Los momentos de la varilla aa 
Y 


Pe 


ABrespecto u 4 dan la ecus 


y Es! 
43 -, E 
Por lo tanto, la reacción en B es Y NI 
BF mm 607646 49% A 


y a 
190 = 52-10 0,806; a 41%. 4 ue 


El polígono de fuerzas correspondiente está representado en la figura 
adjunta. 
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Soluciones 


227. Siendo mula la presión en E, la vertical de S ha de pasar por el 
punto de intersceción de las varillas AC y 8D. además, el peso G dela 

rra media ha de ser resistido solamente por las reacciones W, 1 de las 
ticulaciones (que son iguales, puesto que los ángulos a a la derecha y a 
la izquierda Jo son también) ; por lo tanto 


G=2W sena; 
Por otra parte, la ecuación de momentos respecto a D en la barra media dá 


W-TD-sena = G-5D -sen (2a— 90%) 
de donde 
sena = 


228. Se halla el punto de intersección $ de 4D y BC, y se truzu la 
vertical de $ que corta a CD en el punto buscado E. Para que el vagón no 
vuelque es preciso que el momento de X respecto a O sea menor que el 
momento del contrapeso G en la posición 2 aumentado el momento del 
peso del vagón respecto a O. 


229. Sean A y B las fuerzas que actúan en los extremos de las palan- 
cas y C la fuerza en la barra de enlace de las mismas ; se tiene 


AaQ=Cc= Bb Ala—=5)=S0 BlU—o =Se 


de donde 
ab 
“Ha=0g" 


280. Se halla la intersección de AC y BD: en la parte inferior de la 
vertical que pasa por ese punto debe actuar la carga K- Fl momento flec- 
tor en O vale 


cosa cos 
sen (4, 
¿9 Pi0= D = Q. [Tómense los momentos respecto 
aC] 


2382. up = 3 AT 3 P. [Descompóngase Q en dos componentes : 
X en la dirección DH é Y en la dirección DF; tómense los momentos 
respecto a C, de donde resulta inmediatamente 2P = 12X + 9Y; hállese 
«después el mínimo de Q? = X*? + Y? bajo la condición 2P -— 12X — 9Y=0, 
Según la regla de los multiplicadores de Lagrange se Liene la función 


F=X* Y:i=)(2P--12N —9Y) 
y escribiendo 


resulla 
X=82 
y teniendo en cuenta la condición 


2P -722+ z i= 
resulla 


y. además, 


Soluciones 233-244. 


283. La presión C entre bastidor y barra es, perpendicular a esta úl- 
tíma y ha de pasar por B para que en A la presión sea cero. El triángulo 
OCB ha de ser rectángulo en G y por lo tanto x= 04 =a. El equi- 
librio de la barra da Glcos 30% = C 2a cos 30%, y cl equilibrio de las 
fuerzas en B, K = Ccos60. de donde se deduce; 


K =Glja, 


234. Bu $0, C.-6. D= —$6 fla varilla CE no insiste sobre 


zm 


el rodillo sino que tiende n separarse de él); seny = Descompóngase 


E 
la presión de la articulación C en sus componentes horizontal y vertical 
w escríbanse las condiciones de equilibrio de las varillas B C y cÉL 


285. :-%n B- G; S =3G. E 


288. tga= la E E) tg8. [Escríbanse las ecuaciones de equilibrio 


ara los nudos G, G, introduciendo las tensiones desconocidas de las varl- 
llas y eliminándolas al hacer el cálculo). 


287. Como la determinación de una fuerza en el plano necesita tres 
condiciones, por eso son necesarias tres mediciones. Sea K la presión del 
viento en la primera posición de P y a, b sus distancias desconocidas a 
A, B. En la posición inversa la presión del viento K' es evidentemente 
simétrica de K y, por tanto, igual a ella ; los momentos respecto a A, B, A en 
las tres mediciones, dan las ecuaciones 


Ka = Gil, Kb Gm, Ka = Gal 


en las que Gj, Gj» G, son las fuerzas que actúan en la barra C correspon- 
dientes a los pesos Q1 Qs Q, del platillo. De esms ecuaciones se deduce 


EL E E 
¿más 46, 
yue sirven para determinar los puntos M y M” de la línea de acción de 
K y con ello la propia K. 
288. R =yM+ KiZary. [El e. d. g. del cuerpo está en 0.3 
289. x =rw 2/3. (Como antes.] 
240. z=rw3. [Como antes.] 


241. r=riyv2. [Elc. d. g. del cuerpo debe ser el centro de la estera,] 


40. Pa ES (R—r) (3A*'—2(R* + Rr + 1"). [Obsérvese que la 
parte inferior del cuerpo y la forma del líquido son cilíndricos. 


t 1 1 
200 + 3G>0> 3 des £—a.. [Tómense los momentos respecto 


a los dos puntos posibles de giro del octógono.) 


1 G 
244. Í+3>n> 3(1—G). ¿Tómense los momentos respecto a los 
dos puntos posibles de giro del hexágono.] 
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245249. Soluciones 


245. Siendo y el peso específico de la fábrica y considerando 1 m. de 
longitud de muro, tendremos : 


b 2 ba . 
Ma = o(o [3 +0) RE 
ela Podes. 
Marlon E 


1 . bb i 
Mya 5 (95) ='yh [EAS 


de donde My >My¿>M. 


z b + ce) (Ba +b—0) dé 
0, E E a 2 2. [El c. d. g. del muro debe estar 


por encima de la mitad de a +» +0). 


247 


[En este capitulo las líneas dobles representan compresiones, las sencillas 
tracciones.] 


248 S=S=S, 


S=P+0Q 


240. Ecuación de la recta S, respecto a los 
ejes x, y: 


Intersección M de ambas: 
2mn 
n—m 
Momentos respecto a M: 

Ph +(S—0)2, + S¡r0 + 5,10 =0. 
de donde 


E =.— 


541,1 
S=Q+P3 m+a): 


Soluciones 250254. 


También se obtiene inmediatamente utilizando el polígono de fuerzas 
(véase figura anterior) : 


e 
S =0Q +3 (180 + 128) 
en donde, poniendo 
b 5 
wa» 08 
sale el mismo resultado. 
250. Q=2P/Y3, D=PyIB, t8p=2w3; 
S.=—PIV3, Si=Si=2P/y3, Si=Si=—2P/y3. 
[Se empieza a dibujar el ¡políguño de fuerzas con PenO 
y se observa que Q y D se deducen — también sin cálculo 
Y Macilmented 
251. P=20, D=Qy3  t8P=3; 
5=Q S=Qy2 S=S:=—0Q/2 Si=—30v2. 
[Se empleza a dibujar el polígono de las fuerzas con Q en 0. 


26 A=B=PR?, so» 


Problema 250 


p 
vs; 
P 
Problema 261 Problema 252 Problema 253 
258. Si =P, 5 =+P, SS =—PYI2 
So= +PJ2, S =—PA, S.=+Pf, 


Si=+Py32, S=0,  S,=0W 
254. Si se pone TB = y, se tiene: 


. 
parra 0» .47D 


Zay 
ss 5. 
Ss q. Ss. — E. 
Su RE 
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255—259, Soluciones 


y sen (a — 60%) 3 13 5 
255, S, E A O] - -— 5814 kg. 
E ACE +3P(1+Vi) =-—24186 kg. 


senZa 
0+ pSenía — 60%) sen (a => 609) 1 


2 
Ss | senza 
2 5 
a Po] + 22424 kg. 
alo e val E 


S.=— ¿[0 +2P3sen(a— 609] 


=— [0 +3 W8-V3] -— 1409 ke. 


266. Reacciones de los apoyos: 


A = B = 600 kg. S, > 5, =— 808 kg. 
By = H,w= + 750 kg Y =G= + 600 kg. 


Problema 256 Problema 267 Problema 258 


267. A=B=325 kg. S, = 5, =—689 kg. 
Z,=Z,=4+514kg.  V=-32 kg 
258. A == B = 5000 kg., Si =—7407 kg. 
S; = —5333 kg., Z = + 5950 kg. 
D = —2033 kg., Y = + 4066 kg. 
269. 
2P 
S; E 
P 
Sy Su — Las 
, 2P 
SS Sm + 
Probiema 25% S.=S,=M 


260. 


261. 


262. 


Soluciones 260—263. 


3P 
Si= Sy = Sy = +7 ctga 
3P 
S=+>3. 


Ss- — Fog a 


P 
sena” 
Si = +2Pctga. 
S;= + Pf 

$. =—2P ctga. 


¡rin 


S+sema* 
Su=+P. 


Am B=2P. 
SS. =Su=—2PF. 
S=Su=+2P7 


S=S, 
Si =8S, =S,y =—P. 


A=B=P2=e5t 


S, » —23,1623 t. Sy == — 2,2361 t. 
Sy = + 5,5903 t. > — 4,0312 t. 
Sa == —14,2304 t. S. =+17,5t 


A=B=72t 
S, = —13,915t. 
Sy = — 11,668 t. 
D=—2811t. 


Zi = + 11,354 t. 
Z,= + 6,308t, 
P= + 6,000 t 
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264—266. Soluciones 
264. Cálculo: Los ángulos son: 
a e 67% 30, B= 33% 411 24%, 
Reacciones de los apoyos : 
A = 0232 kg., B ru 9708 kg. 


Tenslones : 
eos B 
SA ap" — 9 kg. 
cos a 
SA ap "+ 1286 kg. 


$, =—25,c0sa—P, (y2—1)= + 4193 kg. 
1 r—h Pyy2 e 
Se [+ a ] = — 7023 kg. 
r—hy2 
SS aah A 70% ke 
yz 
7[s = | = + 6852 kg. 
r—hy2 


Si = Sy — rana A)” 1777 kg. 
S-— A 
Sy = —28, cos a— Prly2-— 1) e» + 3179 kg. 
Sa EL = — 14006 kg. 

Sy + —h = + 6718 Kg. 


265, A 13,049 t. 
B= 9,049 t. 
S, =—3,016t. 
Sy = 09,538 t. 
Sy =—7,1761. 
Sem +5,742t. 
Sy == —8,1794, 


268. A =333t 
B=860t. 
S -=+914t 
Sy =—10,42t. 
S, =—8,22t. 
Si =—11,30 €. 
Problema 268 S, =+5,81t. 
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21. Soluciones 


Reacciones : 


sen (a + 30%) es 
A RA 285 Kgs 


R sen a (— 30*y 5 
A A A 
en que: 
Ro= Pr 4 P, + Pa = 800 kg. 
Tensiones ; 


Sección Polo D:Si=—A e = -—700 kg. 
ho cosa eins 
A 
S.=0. 
Si =S, =-—700 kg. 


Sección Il. Polo X:S; «= hs, = + 234 kg. 


Polo E:S, = A35- + 422 kg. 
Sección. 11] Polo F- 


1 ñ w 
Se — ap ne + p) — P,sen (8 + 30)] = -— 741 kg. 
Polo G: 


1 . 
Sur + ap Pen (a + 9) — Pasen (a — 30 = + 117 kg. 


1% = 


1 “UAEPOSA DP SSUOSE > en VRAuLarA C08 
—e61— 


Bea A SD ojod 


Beret E y gig 09d 1 9100 
(4 + g) sos 


3 —. Ls A 
BA 1298 Eros Y S:q od 
“Bn 9675 += pea Y ='5:) 0104 RS 


: SAUOJSUAL, 


- = Ly 
BA Sy62 A 


"UL9R pe dl “BA SH La =y : SIMOJIIAH 
99 RI 001 =2 +S 00 06€ =81 
«91 87 0601 = Y «SE Lo o a 
«vb 87 00s=b .82 88 00 =P 
MENE E «81 19087 =4 
09 =l “0.£t 99 =Y 
AS «8h LL 0 2S a 
¿songuy sor vaud s3oJbA soquomBrs so] Ep OMOIYO 1H :OMAPD “325 
Ela 
[6 + Du La + (Era 5 ¿'a) (og + 9) vas (LD q. tg 
ZA 90d “A U9DDS 


='5:4 0104 
='S:8 094 “AI nos 


“BA 768 — = (08 + D) 5097 —0 
“Bare — = (0€ + 0) uas q 


"348 sauopantos 


273-274. 


sección 1 


Polo D: 


5 en +2 


Soluciones 


sent+ E 


2. —- 5077 kg. 


eng = + 1898 kg. 


Sección IV. Polo E: 
E—ecos(B+ Y, csemy S 
S=A So = + 8959 kg. 
Polo C: 
beosa sen (1) =p) 
Sl 71848 
Seeción Y. — Polo D: 
eseng 
— Pd 0 19978 Kg 
218, 13,028 1 
11,033 4 
+ 6,9321. 
— 19,641 La 
— 36121. 
+ 13,166 4. 
+ 11,236 + 
S — 6541 t 
S,=— 1,2411. 
Se - + 20,618 L. 


Sy — 23,723 L 


274. A =21,244t. 

B = 41,244 t. 
+ 50,118 l. 
— 53,886 t. 
Sa = — 22,162 t 
Sy = + 43,502 t. 
— 8,535 t- 
— 48,548 t. 
¿  — 12,059 L 
Sa = + 33,063 1. 
$, = — 18,624 t 
— — 30,528 L- 
Su=— 4,475 t. 
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Soluciones 275-277. 


Su =—Su=63t 
po 25d 


¡En los siguientes polígonos de fuerzas, que se refieren a los problemas 
dlel capítulo 13, las compresiones se representan con líneas de trazos, las 
tracciones con líneas finas y las fuerzas exteriores con líneas gruesas.] 


16 3 Bo Ko 10 
S, =$ =19,5t. 
S, =$, =11,8t. 

UTA 


P(a + by 


sE 17667, 
sE= E 2 —7,57Lt 
H LED =—21t. 
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278-281. Soluciones 
98 A=B=Q=1001t 


y 


19 <=-—30,046 t, 


0 to 


Ss 


279. [Obsérvese que la teusión producida en 7 es la 
suma de las tensiones debidas «u las cargas K, Ky K 
actuando aisladamente. ] 


280, 28. 


Soluciones 282-283. 


28%. Descompóngase en A la fuerza K según las direcciones de las 
harras 4, 5, 6 cortadas por el contorno cerrado 1 (véase figura) y se obten- 
drán en el polígono de fuerzas las tensiones (3, - 3) y (Sj) que también 
en Ja figura se indican entre paréntesis ; descompónganse Jnego en el nudo 
B la tensión 6 en S, y S, y se trazar la figura ok — 2 —¿— 2, que 
corresponde al nudo ideal J, siendo ¿= K la tensión en ln barra ideal A 4: 
el resto del polígono no ofrece dificultades. Obsérvese que la tensión de la 
harra 2 aparece dos veces en el polígono; 2 y 2. 


ss. ¡Para puder trazar el polígono de las fuerzas correspondiente a 
entramados compuestos, generalmente es necesario calcular las tenslones 
de alguna o de varias barras por el método de Rítter o de las secciones. 
Para el problema presente se ve Inmediatamente que en el nudo A 


S, = 2K (tracción) 


Además, los momentos respecto 4 0, de la parte que separa de la figura 
el corte [dan : 
Sia = Syb. 


de donde 


Ai 1,5 5, > 3,2 K (trucción). 


Finalmente, las proyecciones de las fuerzas sobre la horizontal dan 


en el IT; 


Sa = Sa = —S,cosa = —2,6 K (compresión) 


von lo cual puede pintarse el poligono partiendo del mudo A. -—— Obsérvese 
que las tensiones de las barras del contorno 1. 6, 7, 3, 9, 8 aparecen una sola 
vez en el poligono ; las interiores dos veces cada un: 
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284—-285, Soluciones 


284. Para el nudo A, se tiene 
S, == K, (tracción). 
Los momentos respecto a O, en el corte 1 dan 


b 
SS: KR E =K, a K E (tracción) 
y también en el corte H: 


$, =S, =- -S, cosa (compresión), 
con lo cual puede dibujarse el polígono partiendo del nudo A. 


386. Lns ecuaciones de momentos respecto a O, y 0, en los cortes 1 


y HH, den : 
pss =Kk 


S—Syb =0, 
De ahí se deduce > 


S, = Kk/(a+ a”) (tracción), 
S, = Saa'/b = Kkejb (a + a”) (tracción), 


con lo cual ya se puede trazar el polígono de fuerzas partiendo del nudu A 
según la figura que sigue. 


Soluciones 286-287. 


. 286, Los momentos respecto a O,, O, en los cortes 1, HI dan las ecua- 
ciones: 


Sa —Sb = Kiki 
Sa —S $ =— Kit, 
de donde 


Kika + Eskaa 
E E 


a TE 


Una vez hallado S,, se puede trazar el poligono sir: dificultad empezando 
por el nudo A. 


282. La propiedad de ser singular un entramado plano puede expre- 
sarse diciendo que «aun cumpliéndose en él lu condición de isostatismo 
$ = 2n-—3 pueden producirse tensiones en las barras (tensiones espontá- 
neas) sin que actúen fuerzas exteriores. 

Una demostración puramente geométrica de la posibilidad de existencia 
de“estos entramados singulares, se basa en que puede asociarse a la figura 
del entramado un poliedro de Maxwell, euyas aristas exteriores, por do 
mismo que faltan fuerzas o xte- 
riores, coinciden con los lados ” 

1,2, 3, 4, 5, 6. Pura que esto 4 
suceda, es ira que los cua- 

. 2, 8,7) (3, 4, 9. 8) 
y (5, 6, 7, 9) del polledro sean e 
planos no colncidentes con el Él 
plano del entramado. En este 
caso, cada par de lados opues- 
tos de estos cuadriláteros se 
cortaráu en la recta y de in- 
tersección del plano del entra- 
mado con el plano (7, 8, 9) 
del poliedro; por lo tanto, se 
cortarán (1, con (7, 8) en el punto | de la recta g; (4, 3) con 
(9, 3) en el IT y (5, 0) con (9, 7 en el punto TIL, luego esa fecta es una 
vecta de Pascal del hexágono coraklerado) 
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288—289. Soluciones 


288. 1, Método de las dos secciones. Obsérvese que, por razón de 
simetría, Sa = Sa y Sia = Say. Las ecuaciones de momentos respecto 1 
, y O, da 


Sa — Sib = Kk ) 
Sua —S, (5 +5) =0 


de donde se deducen S, y So, con lo cual ya se puede trazar fácilmente el 
polígono de fuerzas. 


IL Método de la escula indeterminada, Se dibuja primeramente cl 
triángulo 5-6-10 a una escala cualquiera y se completa el polígono de fuer- 
zas en la forma indicada en la figura. Como K es conocido y aparece en cl 
dibujo, queda determinada la escala y, por ende, las tensiones que se buscan. 


289. [Solución y dibujo del poligono, como en el prohlema 282. 
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Sotuclones 290. 


290. Para poder dibujar el ppiunso de fuerzas hay que determinar 
por cálculo el valor de «ma tensión, cuando menos. En el presente caso 
puedo hacerse (incluso para todos los nudos cargados) con los tres cortes 
, IL, 111 y escribiendo las ecuaciones de momentos respecto a los tres 
puntos O, 0, O. De esta manera se tiene : 


Corte 1, Momentos respecto a 0, : Saa, — Siob, =0 
A 0 y 204: Sy > Si0d¿— Santa  Kk 
. Uh o. > 2 04: Syd —Syoba + Suso = 0 


La solución da, con la escala de la figura, los siguientes valores : 


Si =2,1K (tracción) 
Si =1095K — (tracción) 
Si, = —1,2K (compresión) 


Partiendo del punto O (para el nudo A), como S, es conocido, se puede 
trazar el polígono de fuerzas y comprobar de esta manera las tensiones 
S:. Y Si, Para asegurarse de la exactitud de la resolución. 


29L Soluciones 


201. La figura fundamental de este entramado — representada con 
líneas fuertes —es un por ono de nueve vértices. Después de resolver 
los nudos de los triángulos de ambos lados, se determina la tenslón de una 
barra de la figura fundamental por medio del cálculo, Para ello se utiliza 
el corte 1 y la ecuación de momentos respecto a O para la parte separada 
de la izquierda y se tiene; 


Sy:7 = A:16— P,:10 — P,-7,5— Py:5 — Py.2,5, 
de donde: 
S, > — 3,161 (compresión), 
que se lleva al polígono de las fuerzas, el cual se completa sin dificultad 
procediendo de nudo en nudo. 


Solucumes 292295. 


292. Sén p da distancia de O a la imagen K* yg el ángulo del vector 
K con el plano horizovtal Se tiene 
Ki Kcosp <Z clgo. 


el momento de K* respecto a 0, sien 
doZ >” Mte: : 
Je 


M* == Kp == Zpeln o H 
o sea 


9. 


pP= cup 
Siendo, además, a y f los ángulos de K* 
y K” con el eje de lax X. se tiene (véase 
la figura adjunty 

1898 =tgBeosa, 

por lo tanto 

pct clgAensa 
o bien 


Pp PF 
osa 7 "UB OT 


condición que se cumple empleando Ja construeción indicada. 
Si hacemos AE” =c, se Liene lumbién CE” == p (véase la figura det 
enunelado). 
Las ecuaciones fundamentales y la construcción hacen ver la uniformi- 
dad de la representación, siendo de «advertir, que los o% vectores axlales 
perpendiculares al plano horizontal vienen dados por los col pares de fuer- 
zas correspondientes en el plano de las imágenes. 


298, De la construcción se deduce inwiedíatamente que (9%) depende 
únicamente de las direcciones 9” y y. Laa ley relativa a la sumo se deduce 
de las ecuaciones fundamentales. 

204. Los vectores p 
de dos do ellos K, y A 


alelos a un plano pueden expresarse, en función 
en la forma 

K.aK 1 8BK, 
siendo a y 8 números arbitrarios (positivo o negativo). Las bases de las 
Imágenes K?, Kz de K,, K, se cortan en un punto por el cual pasarán 
todas las imágenes K* de los vectores K. 


295. Si dos vectores K, (Xi Ya Za) y Ko (Az. 
lares, se cumple la condición 


XX, + Y + Zi, =0. 


y sus imágenes, Leniendo presente las ecuaciones fundamentales (véase 
problema 292) sutisfarán la ecuación 


"+. Zy) son perpendicu= 


e 
srapa vera ME 


La ecuación del círculo fundamental es; 
n+poa=0 
y la del sistema de sus antipolares 
Ergo =0 
de donde se deduce inmediatamiente la relación geométrica buscada. 
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Soluciones 


lar de la ecuación de lu hase o soporle de K3 (siendo ay las 
ms corrientes) 


aYI—yXi= Mi 
se deducen las coordenadas del pie de la perpendicular a Kf trazada por O*: 


XA 
TY 


la distancia al punto 0% es: 


Mi 
o 


por lo tanto. las coordenadas del 


tipolo de Kf serán 


do Cad er yt exo 
Pai ES 


y estas expresiones satisfacen efectivamente la ecuación del soporte dle K2 


EYI—=9X1 > M2, 


siempre que los vectores K, K, sean perpendiculares entre sí, es decir que 
se cumpla la condición (a). 


206. 1l vector-momento M que se busca es perpendicular a K; por 
lu tanto su imagen M* (según el problema 295) pusará por el antipolo ez 
de K*; además, es normal a O'g, Y como esta recta está en el plano de las 
imágenes, su proyección sobre este plano y su imagen serán perpendiculares 
A 0'9x.— linalmente, la componente de M en el plano de las imúgenes vale: 


infcomponente de Ja fuerza normal «l 
plano) x 


o que O-O% == c?.— Por lo tanto, 
a proyección de M sobre el plano de Jas 
imágenes, valdrá, según las ecuaciones fun- 
damentales 


Sr MEME ED 
y Xx E E TS Mo 


Por otra parte, de la semejanza de los 
triángulos O'9 0" Y O'28a se deduce 


Siyporlo tanto, se trazan lus perpendicul: 
res OM! L 09, y KM" 4 ex9 su punto de 
intersección será M”, y la imagen M* del 
Vector- momento buscado es una paralcla 
a OM pasando por el antipolo ez. 
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Soluciones 297—298. 


207. Represéntese el trípode en dos proyecciones (véase la figura). 
Fijando el segmento Ú/ = < como escala para la representación, se dibuja 


la imagen K* de X y las invigenes (19), (29) (3%) de las tres rectas 1, 2.3, 
Yuego, se descompone K* cn esus Lres direcciones (1%) (2%) (3%), lo cual 
prácticamente puede hacerse aparte con un polígono de fuerzas ; tenemos 
sillas imágenes 1*, 2*, 3* y pasando de ellas a los vectores tendremos los 
fuerzas 1, 2, 3 delerminadas por sus proyecciones : 


298. Representado el sistema de varillas en dos proyecciones y Lo- 
mando el segmento Of = como escala para la representación, se deter- 
Mina, como en el problema anterior, la imagen K* de K y las imágenes 
(1%) (2%) (3*) de las rectas 1, 2. 3. Después se descompone K* según las 
rectas (1*) (2%) (3*) con lo cual se tienen las tensiones 1, 2, 3. Lu descom- 

osición se hace aparte con un polígono de fuerzas. Después se hallan las 
Imágenes de d, 5, 6 y se descompone (— 3*) según esas direcciones, con 
lo cual se tienen las imágenes 1*, 5%. 6*. Como se ve, (6%) (835) y (45) 11(6) 


299-304. 


forman pareadas dos momentos de fuerzas iguales y opuestos. Se determina 
fácilmente que Jas varillas 4 y 5 están sometidas a tracción y las restantes 
a compresión. 


5 


mp - é 
200 5 age RAT 1 pura el valor de y que 
face a la ecuación : tg (19% 92 0) 0) 2 iMállensetas pro- 
yeeciones de las cuatro fuerzas (í. S, Ns ÍN que actúan en B según Ja 
tangente y la normal y elaminese la presion N de las ecuaciones; 


a b 5 
300 lo GB > pla Pr 
[Para hallar $, se toman los mowentes de Jas fuerzas 


llamando N a la presión normal en (y Ral rozamiento, 1 
Jas fuerzas según las direcciones paralela y normal 4 AR son; 


sumas de 


seri Psena, 
Ro=Scosf  Peosa; 
póngase R —= N y sáquese de ahí /* 
301 f- gd A-G( sena HO GA 1 sen. 


Ae 8) 


D= Gsnlcoda rr ri A 
E sena Facosa 


[Sobre cada semicilindro actúan : la reacción del apoyo, el peso, la. pre 
sión D y el rozamiento /D en el plano de contacto. Se plantearán para 


E20 


Soluciones 302—304. 


cada semicilindro las ecuaciones de rio (proyecciones de las fuerzas 
según la línea de contacto y la normal a ella, y momentos respecto a A) 
y se obtendrán las ecuaciones siguientes : 
Gcosa—Acosa—D=0,  Gsena—Asena—¡D=0, 
Gcosa—Bcsar-D=0, Gsna—Bsna+/D=0, 


Dx=Gr (eos c—¿zsena] Bretga—Gr (ctga + q sen a). 


Conviene advertir que estas seis ecuaciones no son. independientes entre sí.] 
202. Sea D la presión entre la barra y la semicsfera, y y el ángulo que 
Torma la barra con la horizontal en la posición de equilibrio; proyectando 
las fuerzas de la barra sobre la horizontal, tenemos 
D sen y —/D cos y = 0 
luego la inclinación de la barra viene dada por 
tay =/. 


Sea x la distancia entre la presión D y el punto O; hallando los momen- 
tos, respecto a O, de las fuerzas que actúan sobre la semiesfera, se tiene : 


Gaseny—Dz =0 


del mismo modo, tomando moruentos, respecto a A, de las fuerzas que ac- 
Lúan sobre la burra; 


o 


E 
GA cos p--D (5-=) 
De ambas ecuaciones se deduce: 
e Gar 
*= Tos p + Gasenp” 
Ahora bien, si la presión D ha de pasar por Si, es necesario que 


x —1de donde 


Hb 
sony 
¡AA 6. 
TO GI Gal 
308. peigÉ q. [Proyéctense las fuerzas que actúan sobre el pris- 


ma, paralela y normalmente al plano de contactu y tendremos, siendo S 
la tensión de la cuerda : 


K =$ (cos a—cos $) 
N =S (sena sen f) 
y escribase Juego 


00 laa va: ómense, para el cubo, los momen- 
los respecto a OS para la placa provéctense las fuerzas según la horizontal 
y elú se la presión 1, del cubo contra la placa, entre las dos ecuaciones.] 


0 


305-308. Soluciones 


305. Si no hubiese 
rozamiento, la única po- 
sición poslble de equi- 
Mbrio de la cuerda se 
ría CD, perpendicular 
a la barra; por lo tanto, 


sen P. =. Habiendo 
5 


rozamiento, la cuerda,en 
sus posiciones extremas 
de equilibrio CD,, C.Dy, 
forma con la normal a 
la barra el ángulo p de 
rozamiento, y se tene 


sen pa = 7005 9 (teore- 
ma de los senos aplicado 
a los triángulos BC.D, 
y BCDj). Para todos 
los valores de p, para los 
cuales p, < P< Pe hay 
<quilibrio, 


Sin rozamiento, tendrernos, además : 
1 1 a 
565, Di=6[1—23 0059 +5]! 


Con rozamiento, los momentos respecto a B den la ecuación : 


y las proyecciones de las fuerzas según ta horizontal y la vertical: 


1 lo costo, Pa 
ia al 


en que al valor -— g corresponden los valores Sí y D;. El polígono de las 
fuerzas está trazado en la adjunta figura. 


1 sens fB cos a. 
20. lo racoa: [Tómense los momentos de las fuerzas 


respecto a A y las sumas de las componentes horizontales y verticales. 


807. Cuandotgp A fintrodázcanse en los puntos de apoyo 


y e la suma de las componentes m- 
tales y vel 's así como los momentos res. 
pecto a A.] 


808. Adoptando las notaciones de la figura 
adjunta se tiene : 


hc _a—p es 
== -3 


en que £ = e/a = excentricidad numérica de la 
elipse. (Véase la solución del problema siguiente). 
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Soluciones 309—313. 


B09, Las proyecciones de las fuerzas según x e y y los momentos res- 
pecto a O (véase la figura del problema anterior) dan'las ecuaciones : 


—JA+B =0, 
A+fB=G =0, 
HA-—hB—0G =0, 


Para que esLas ecuaciones sean compatibles, es preciso que : 


—1 9 
E =*| o 


o bien 
A, h 
P4+qI—¿+41=0, 


de donde (puesto que />0): 


h Rh yaa yz 
A . 


puesto que (utilizando la ecuación de la elipse) : 


dea aya c A 


310. tgy =2tga + EN A= ATT - [Tómense los momentos 
respecto a B y las sumas de las componentes horizontales y verticales] 


ML 2-3 ($21). 


12. Escríbanse para cada semicilindro los momentos respecto al 
centro O del mayor de radio 7 y para el de arriba las sumas de las compo» 
nentes paralelas y normales a la superficie de contacto. De esta manera se 
obtiene las ecuaciones : 


ár ár 
Da = Gzqsenp=G, [tro cos p + 73 seno], 
D =G, cos p, 
(Rozamiento) ( R =/D =G, senp. 
De donde sale 


36 (r—r) 
e SE 


y fácilmente D y x. 


METICESAY e 
aaa Am [Consldérese separadamente el 


3 
equilibrio de cada uno de los Scnicilindros y hállese el ángulo p que forma 
la recta de unión de Jos centros con la vertical] 

Procediendo en esta forma, resulta : 


lEP=/(1+26,/6) y 2=2(7+r)snp—2r). 


+26) 
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314—319. Soluciones 


. 1 P , 
MDL AAA 


cos ep cos p 


Dj SEMP cos." “Tosen” 
Gaos p á 
Maa iaa RL 


omando momentos respecto a Jos centros de los rodillos, se deduce 
ramente [PD [D, 1D 's restantes altados se obtienen 
ido las componentes horizontales y verticales de lus fuerzas, que 
obran sobre cada rodillo e igualando a cero] 


315. K 


sen2 0). [El cubo de la izquierda 

lentos; a la izquierda el / í 
gido hacia abajo. a la derecha /0, dirigido hacis 
D y D, no son iguales] 


16. Se dibuja a escala ta fuerza K en su direcci 
se traza la wormal D en el punto de contacto de f. y 
se dibuja el ángulo de rozamiento o; siendo N la pri 
de la guía normal a K, Rla presión total entre £ y Z, las 
fuerzas K, R y N deben estar en equilibrio, Bujo esta base 
se determinar primera N y RR, y descomponiendo 
esta última en D y Y L 0 se obliene la fuerza Langen- 
Problema 216 chal Ef 


Mm. 
Zy 


317. Las proyecciones de lus fuerzas, paralela y normalmente a 44 
y los momentos respecto a O, dan las cruaciones : 


ems Isenu) Di deosa [sena Dd, + sen p 0, 


(sena feos a) D 1 (sena + / cos) D, > cos p Gm, 
LS ufD, bs«nupG=0 


JA «Y en que eliminando D, D,, G dan lu siguiente con= 
dlición ; 


—dcosu + f sena), cosu —fsena, 1 


A 
sena—/cosa, sena | feosa, ego] y, 
1 1 a j 
Sap 
a 


[al 


o-> ángulo de rozamiento 


cLense las fuerzas de una barra 
es horizontal.] 


['Tamense los momentos respecta a, 0 y pros 
sobre la vertical. La reacción de la articula 


319, / 1-12 D G 
Se hallan los momentos respecto a O y las proyecciones de 
la vertical] 


[La reacción en O debe ser horizontal. 
fuerzas sobre 


21M—= 


Soluclones 320—328. 


320, Pónganse en los extremos de la barra las preslones normales 
A y B y los rozamientos (máximos) /A. f13 con las dirceciones que indica 
las flechas de la figura, Planteando tas tres ect 's de equilibrio y elí- 
minando A y R se obliene el resultado. 


G,cos e, S 
Dicos TA sen (a-+ 91). [Sust 


321. cos(p+0)= yanse en ambos lados 


los ramales por sus tensiones y plantéense las condiciones de equilibrio 
para los dos pesos.) 


a-+20 siendo e el ángulo de rozamiento en R. Si 

osición mile rior del hilo OR es horizontal. (Plan- 
téose el equilibrio entre la tensión del hilo que es igual a G. la presión normal 
de la barra y el rozamiento en la dirección de la misma] 


G 
COS (a 9)” 
3 Son a cos a (f eos U —sen a). Qmaz tiene logur para 


tg 2a = 2tg(o - a) Aquí, / = tgg es el coeficiente de rozamiento en 2. 
[De los momentos tespectu a A se deduce primeramente la siguiente pre- 


323. y=%W,+o, S,= Glg(aF 0). 


324. Q= a! 


sión en B:G Za SNA cosa. Después se Loman Jos momentos de las fuerzas 
del prisma respecto a 0.) 


826. Los tres rozamientos que se originan /P, $0. / KR en A, B, (son 
perpendiculares a OA, OB y 0C y forman un par de fuerzas puesto que 
deben su origen a un par. La suma de sus proyecciones debe ser, pues, nula 
y lo mismo sucederá si se hacen girar 90? las fuerzas ; es decir; si se supone 
que las fuerzas P, Q, R actúan en las direcciones OA, OB y OC, deben 
estar en equilibrio. El punto O debe estar situado pues de modo que 


sen (BOC): sen(COA):sen(A0B)= P:Q:R, 


828, La barra está sometida a la acción de ematro Tuerzas, cuyas com- 
ponentes respecto a los ejes coordenados z, y, 7, son: 


Xx o 
Reacción de la articulación en O : 5 Y, Presión en A ; 5 0, 
z D 

_(Rsngp —G sena 

Rozamiento en A: Ry —Reosp, Peso: G< 0 E 

0 —G cosa 


Los puntos de aplicación de estas fuerzas tienen las coordenadas : 
o reos p (7 cos p)/2 
040, As Tscnp, Sy (rseng)/2. 
a 0 a/2 
Las condiciones de equili 
DX=X+Rsnp—Gsena= 0, 
EY= Y—Rcosp=0, 
EZ=Z4+D—Gcosa=0, 
E(YZ—2 Y) = — Ya + Dr sen p — (Gr/2) cos a sen p = 0, 


EX —2%) = Xa—Dr cos p —(Ga/2) sen a + (Gr/2) cos a cos p »» 0, 
Z(eY —yX) = — Re cost p— Rr sent p + (Gr/2) sena sen q = 


io son: 
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827—831. Soluciones 
Hay que añadir. además, la ecuación de rozamiento para la posición 
extrema de equilibrio 
R=[D. 
ua resolución de estas ecuaciones da; 
rsen p—afcos p = rfctga, 
D = Gsenasen 9/21, 
X = Gsena (2 — sen' p)/2, 


Y = G sen a sen p cos p/2, 
Z= G(2/ cos a — sen a sen p)/2/- 


827. Se tiene; tgp 
en que 


ayr— 
tra—2” 


x2=0P = (0% + 1—1)/2a, 

D = G(cos p/1, 

X= —Gz(cos p)/2/r, 
aldY= Gx (sen y cos p)/2a, 


z=6(1 + sons p) 2. 


ae d— tr s— [yr 
a e 


829. La fuerza V que transmite la cuchilla H es 
bre 
Y -=-—-0 
y los momentos de las fuerzas «que actúan en las cuchillas superiores, res- 
pecto al punto A dan: 
Pa = Va 
de donde dl 
2a(b + .c) 
E-Saa e 
880. Siendo zx la distancia de Q a A, e y la de Q a H, la presión en A 


vale 0317, y la tracción en Hes E en E y en F actúan, pues, 


las cargas Q re 5 ye E cuya suma de momentos respecto a O, 
es igual a Q/. 


881. Sean R, y R, los rozamientos en el interior y en el exterlor del 
árbol hueco B, tendremos según las condiciones del enunciado 


Ri=eFpr (o —0),  —Ri=cFpri0 


en donde F, =2r,m1, F, =2r, 71 son las superficies en contacto, Fo (Wo 
—«w,) la velocidad relativa en el interior y r, 0, la del exterior, Para el 
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Soluciones 332—338. 


equilibrio del árbol hueco (esto es, para que gire con velocidad constante): 
se tendrá : 

Roto = Rip 
de donde 0, == wn (+ 


892. Q=6703 kg. [De 280 kg»7m-sen 20" = Q kg.0,1 m.J. 
d b 
molle ell) 
a =sen(a + $—0) b=sen(a—p), 
cmsn(a + B—y—9)  d msen(a--y—0). 


Do aquí se deduce: 
K = 73,8 kg., G = 100,8 kg. 


084, [=3 in (3) = 0,244. [Slendo S la tensión del ramal horizontal, 


se tiene P=Se%; S =Qeé% en Cal = 31/2 es el arco 'abrazado.J— 
Obsérvese que los radios de los rodilíos no intervienen y que por lo tanto 
estas relaciones son independientes de los mismos. Esto es debido a que en 
la ley de rozamiento de Coulomb que ha servido para establecer las rela- 
clones, el rozamiento es independieñte de las superficies de contacto entre 
cuerdas y rodillos. 


886. P= ele [La fuerza tangencial es la diferencia de las tensiones 
a 


de la cinta S, y S, en los puntos A y B; por lo tanto, P = S—S, y se 
mide directamente. ] 


886. Sea DA =a, 0B=b, 0C=c, y / el rozamiento entre cinta 
y polea; la tensión en A valdrá: 
edx 


na 


yen B: 
a 
Sa ——. 
. ta 
La presión (D =S, + S,—Q) en O es nula, cuando 
cn» 
di? 


887. Entre los límites Q E etryo + d%. Aquí f es el co- 
eficiente de rozamiento entre la cuerda y la polea, £ el coeficiente de resis- 
tencia do la polea, es decir, la relación de la potencia a la resistencia en 
la polea fija para vencer el rozamiento de los muñones y la rigidez de la 
cuerda, cuyo valor es siempre £ >. 


838. a) Designando por S, a S, les tensiones en los ramales 1 a 5, 
tendremos Jas ecuaciones : ll 
S4+S54S=0, P=¿Sp 
5 =P +58, =8, S5=S,+S.=[Sy 
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339—341, Soluciones 


De cestas ecuaciones se deduce : 


[93 ? 
7E 
Del mismo 
») Respecto a E 
véase 
e) t la solución del 
n.> 387 
a a+ 


E 
2 apo me: 
830. 0 


340, Q=P 
en donde 


J 


a 1 
A E A kE. = 0,24, 
TIEN ASA 


teo =f, 180 =fe 
[Si K es la fuerza ejercida por una cuña en sentido horizontal, se líene 
Pa=2Kr1g(a + 0); 
por otra parte, para elevar Q es necesario que 


«-2 156 109 +14) 


34m 0-P clg(a + 0) —t802 
d (Be) + Tos" 


P 
sobre la pieza intermedia M con una fuerza horizontal K = 35 lg (a +0); 


cuña de la izquierda actúa 


P 
esta fuerza disminuida en el valor del rozamiento R, = (5 + 3 1803 


aprieta a la cuña de la derecha con la fuerza K, = 2 elg (8—o01) hacia 
arriba, de modo que se verifica la ccuación 


» . 
gue e) (5 3) 150 Ss ii—ew. 


El polígono de fuerzas se re- 
presenta en la figura adjunta. 
1.as líneas de trazos y las pro- 
vistas del índice superior (6) se 
refieren al caso de que se pres- 
cinda del rozamiento. mn 


Soluciones 342343. 


B42. Transcurrido el tiempo £ =- YEMA DM on donde 


sen (a. 0-2) 


K = Q e (a—0)—tgo cos (a — 9) coso,” 


-0 


un 


movimiento uniformemente acelerado por la acción de K; el camino 


348. Cuando la cuña motriz es Ja B se tiene: 


ndo D, la presión que ejerce la cu 


perpendicular a los planos de cone 
Lo y / = 180. De aquí se deduce 


a los valores numéricos dudos de a y g 


se 
Pa= O aria 


Para pa el mecanismo se para 
automáticamente. y” 
d 


a) Movido por la derecha 


Pb 
Límite del paro antomático 


A) Mosida por la izquierda 
¡Da 
1 
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344346. Soluciones 


Cuando la cuña motriz es la A, se obtienen del mismo modo las siguien- 
tes ecuaciones: 


Q, = D, fsen(a + B) + /cos(a +8) o e 1O, 


P, =D, (sena +/c050) = D, EA, 
de donde AER 
sen(a + $ +0) 

=P a+ e) 
Con los valores numéricos dados Q, = 1,297 P. 
Prescindiendo del rozamiento se obiendría: 
Qs = Do sen (a + f), 
P, = D, sena, 


sen (a + $) 
TE 


1,297 
”- S 0 = 081. 


Este mecanismo de cuñas tiene un alto rendimiento y al mismo tiempo 
en el retroceso se para automáticamente. 
Todas estas relaciones se deducen fácilmente de los polígonos de fuerzas. 


344. Tentendo en cuenta el rozamiento de los gorrones y la rigidez 
de la cuerda, se tiene 
APR = QU(RB, + fr + E) 
puesto que la cuerda solamente se arrolla; además, 
” r o 26 
0-0 (1421 % cosas +7). 


porque la cuerda se arrolla y se desarrolla en £. Para cuerdas de cáñamo 
puede tomarse £ = 0,06d1, con lo cual se tiene : 


Q - 504 kg., Qo (sin resistencias) = 4PR/R, = 600 kg, 


S Rendimiento y = Q/Qs = 0,84. 
845. a) En posición horizontal; 


máxS, = GyFFaj2a = 250 kg. 
b) máxK = [181 =E1É45, = 325,5 kg. 
Los coeficientes de resistencia de las poleas son: 


y por tanto 
= 1,60 Pa, 


Ei» 142/ cos (55) 1 1100 (4COK =909, 
E, =1.+2fc05 3) 24 1,146 (4 DOB =30*50), 
E como en la solución 844. 


346, Se tiene (1 —0,04)K R = Q (r + £), en donde K =4 x 8 kg. y 
E = 0,06d* (véase solución 844); de lo cual se deduce Q = 149,1 kg. Sin 
resistencias se tiene Q, = K Rir — 180 kg.; por consiguiente, el rendi- 
miento es y = Q/Q, = 0,93, 
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Soluciones 347351. 
347. Sea Q' la fuerza en el trozo horizontal; se tiene : 
o=0 ( + qe cos 450 y A] = 1,065 Q, 
A A 
en donde £ = 0,06 d* (véase solución 844); además, 
r ¿ ña 
x=¿0(1+5 +10% 
La presión en los gorrones es D = K + Q' en el caso más desfavorable, 
ds donde K = 13,82 kg.; sin las resistencias tendriamos: Ky = Qr/R = 
5 kg; 
rendimiento y = K./K = 0,90 
$48, A cansa de la rigidez y del rozamiento del cilindro, se tiene: 
or E r sen2g 
-.0 ( +5 +D Rs 
en donde £ =0,06 d* (véase solución 844), D la presión total sobre ol 


cilindro en dirección verlical y g el Angulo de rozamiento con los planos 
inclinados. 


En ol caso más desfavorable se tiene : 


Dmsx = K +0; 
si se pone 
sen 29 
Zsna lo 
tenemos dl 
K=0 FDA E 


R=[w 
340. Según el problema 299 para levantar G : 


S=G sento + 9) 


dos 45 —pr—g = 9488, 


luego 


B 
Koa si=s[ +2 os (E ) +E ] = 89,7 Kg., 
en donde E =0,06d* (rigidez de las cuerdas de cáñamo) y £ = 1,058 
(coeficiente de resistencia de la polea); además, la fuerza necesaria para 
sostener solamente G 0: 
A al 
Sa 


= 66,8 kg., 


1 
K=S'q= 631 kg. 


850. Se tiene K, = Ke”, siendo f el coeficiente de rozamiento entre 
el gorrón y la cuerda. El rozamiento vale R = K,— K4. Para elevar Q, 
debe ser Rr Z Qr,; de donde se deduce: 


, K=2 07 


851. En este caso debe ser Rr= Qr, + /,(K, + K, 4 Q)r5 de donde 


Ka [E+ 1) 0 


1 
A 2 Ry Kid”, 
Rina: RE YE 
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352285, Soluciones 


862. Sean r, y r. los radios de A y B, f, el coeficiente de rozamiento 
de rodadura (cuya dimensión es una Tongitud), para que haya equilibrio 


es preciso que 
K(r 41) =Rro 
además, 


L ¡1 
K =D, porlo tanto R=/,D E A 


858. SIS, es ta tensión del ramal superior, $, la del inferior de la 
cinta, el momento de frenado valdrá : 


M=(S,—S)R=8S, (01% —1) R, 


siendo ú el arco abrazado y f el coeficiente de rozamiento entre la polea 
y la cinta. 


Si, además, Z cs la presión del engranaje en la dirceción del husillo, 
K=Z18(B +0) rKk 
siendo r el radio medio del tornilto, £ el ángulo de inclinación de la rosca 
y e el ángulo de rozamiento de la misma. 


Finalmente S,4 = Zb, Por lo tanto, el momento de frenado será: 
¿Rbk 

E 

ICE A 


854. Si S es la tensión del ramal sujeto en es punto A, S, la del que 
está sujeto en B, y Sy la del que está entre las dos ruedas, se tiene : 


Sy = SID, Sa S¡d0+31D - g/(03+3m 
y, por lo tanto, el rozamiento en las cuatro ruedas será; 
R= 218, —S + (S,—8S¡)] =28 (e/22+3m) — 1), 


Si se supone que la palanca ACB sólo puede desplazarse en el carretón 
quedando siempre horizontal, se tiene, ilumando Sy a la tensión en CD: 


S,cos B =(S + $) cosa. 
Finalmente, si Z cs la tensión en la barra DD,, se tiene ; 
S, sen (y — 8) = Zcos y 
y el equilibrio de la palanca “angular articulada en O, dará: 
Ka =22Zrc0sy 


acosf JA4 da — 1 
reosa sen (p — 8)" J(i+3m + 1 

B65. Para elevar la carga: K = 184 kg.; para relenerla : £” = 117kg. 
[Se tiene IEO Genes ens). 
050dN, 0,08.2,5 em. +0,05cm. 

A d 
es el valor del rozamiento en los gorrones y rodillos, 
6 902 2£cm. 
z ) $ 


M 


obteniéndose, en definitiva, 
R=K 


> bid = 0,01 


1+ 2.0,08. 


E = 1,024 


es el coeficiente de resistencia de la polea; £ =0,06 dz para cuerdas de 
cáñamo (véase solución 844). Del sismo modo 


K-= ¿ Q (sena —x cosa)]. 


es 
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Soluciones 356-360. 
856. Siendo Q la tensión del cable, se tiene 


Q = G (sena + cosa), 
x = coeficiente de resistencia en el transporte sobre rodillos 
=0,01, de donde 


Q=0.3516, 
La fuerza en los manubrios 
PEA ¿ Ea 
x-70(1+5) +10% 
E =0,06d* (rigidez para cuerdas de cáñamo), D= K +0 (en ol coso 


más desfavorable) de donde siendo K = 20 kg.. sale Q = 77 kg. y G = 219 
Kilogramos. 


157. En la vertical que pas: 
y las tensiones en A y B 


por S. [El peso propio (que pasa por S) 
equilibran- | 


358. Considérense las tensiones S y S, en los extremos de un trozo 
cualquiera de cadena y tómense los mojuentos de los fuerzas respecto a O 


350. La ecuación de momentos para el 
trozo AG respecto al punto A du inmediala- 
mente (véaso la figura 

cb 
T/cosa- 33» 
de donde (puesto que b= cosa): 


€ »b Gl 
a ET 


El polígono de fuerzas puede verse en la 
figura de la derecha. 

[Obséevese que la tangente en C os paralela a la cuerda 1 2, puesto que 
de la ecuación de la catenaria, siendo pequeña la flecha resulta 


. Me ¿E Ey + Xt 
Yaco Mp ak sep 


por Jo tanto 


YY, (02020 _ 21 + 
a == 


860. Sustituyamos en la ecuación 


b 
1 = asen Mip q 
bla =u, O sea a = bfu, y tendremos 
sen bipu 1 


ao“; 

Siendo dados ! y d hay que hallar el valor de 4 que satisface a esta ecua- 
ción y para ello lo inás sencillo (como resolución aproximada) es utilizar las 
tablas de la función seno hiperbólico de u y representar gráficamente la 
función (sen bip u)/u. Una vez hallado ese valor — supongamos sea t1, — 


el parámetro buscado es : eS 
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361. Soluciones 
Para los valores numéricos dados se tiene [/b = 1,2, y resulta 
uu = 1,005, 0 sea a = pee =47 m. 


Para la altura de los puntos de suspensión sobre el eje, tenemos 
y=yaFE-=762m. 
y la flecha en el punto medio vale 
h=y—a=2,2m. 
861. En los extremos se tiene 
y =2=acoship z 
Poniendo de nuevo 


E A 
¿2% == 


se tiene 
x a 
7” coshipu* 
El máximo se obtiene para; 


E -00 sen cos hip u—u sen hipu = 0 


o bien 1 
gl 
esta ecuación se satisface A por u, = 1,2. La tensión bus- 
cada es, pues: 
2x =21 


= 21 = 1,3252; 


cos 1 EN 
la longitud de cable es, ya que a = A/cos hip u, ; 


sen y ul 


21 = 2a sen hip zw 22 dq Uy 22 = 1,6074, 
3 
y ta flecha en el punto medio ; 


1 
ya a ll = 0,4472. 
Además, la inclinación de la catenaria en los puntos de amarre: 
tga =l- sen Mp y SSP Y =l, 
, 


es decir: para el valor extremo ballado de u, las tangentes pasan por el 
origen de coordenadas y r es aproximadamente 56". 
'ara los valores numéricos dados, resulta ; 


500 m. 
da am 640 m., 
y por lo tanto 


la luz: 2x «=1850m., 
la longitud : 21 =1075m., 
la flecha : 4—a=287 m. 
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Soluciones 362-—304, 


862. Siendo q el peso del cable por unidad de longitud, la tensión 
S, en B será: 


S, = lgsen f =4y, 


expresando y la distancia del punto B al eje de la catenaria. Llamando 
s a la longitud de arco contada desde el vértice O y, finalmente, designan- 
do con a al parámetro de la catenarla, se tiene: 


A A 
8B=G> A e 
y, por lo tanto, 
S, - =gsenf, ose  a=lsenfcosf. 
Además : 
Arco ÓA =s=atga, Arco OB =atgg 
y 
AB =1—1,=04—ÓB =a(tga—tgf), 
de donde, siendo a = 1, sen cos $ y eliminando a, resulta: 
7 dcosa 
2% cos feos (a —f)" 
36%, Sean A y B los puntos de amarre, O el vértice de la catenarla, 
a su parámetro y s el arco OA; la tensión del hilo en los puntos A y B 


vale: 
2qs =qu =D FSE, 
3stma,  s=a/3 
BP = a/a = 1/y3. 
Haciendo: AB =2z, se tiene 


de donae 


y . 


$ = (01 — e-"8) =a sen hipZ, 


y como ym al q 2% 498: 


a a e 
GIO 4 0-2) = 5 cos hip Z- 
de donde, igualando : tg hip z/a «== 4 0 sea 2x = a 1n 3, cos hip 2/a = 2/43, 
2s =2a/y/3 y la relación buscada es: 
de. A 
23" y3m3" 
864, Siendo a el parámetro, es decir, la altura de B' sobre el eje y de 
la catenarla, é y la altura de C sobre este eje; tendremos para el punto C 
P(l+h=o+b, 
pin 
ZR 


de donde 
a= 
y la tensión en C 


pro 
S=4-10+N=g > - 
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365—-367. Soluciones 


Como la longitud de la nueva catenaria y la propía distancia DC son mitad 
de las de la primiliva, ambas catenarias son congruentes. Los valores 1:2, 
hf2, aj2 sustituyen a los l, h, a, y la uueva tensión en C e: 
S, =8/72. 
La dirección de las tensiones en A y (no enmbia, puesto que la incli- 
nación sobre el eje de las x es la misma : 


tg a = y/a = 


365, Como el eslabón en €* ha de cstar en equifíbrio, las tensiones 
horizontales de ambas catenarias serán iguales, esto es: 


H=09 >= 44 Uy om dy me 
es decir, que umbas catenarias tendrán igual parámetro a y, por lo tanto, 
vna forma idéntica, [Obsérvese que el parámetro de la calenaria primiliva 


tiene un valor distinto). 
Siendo y, y, l anclas de € los e 


de las x de ambay calenarias, 


y siendo, además, AC” = 20,¡(B=2b,3 AB=2b>2(b, 1 bs), se tiene 
CS Mol =aerfs 
f=o Y Doha, 


de donde, multiplicando. sale la ecuación 
Mis RRA Aa yA <= a 


que nos determina 4 
El problema 364 es un caso particular de éste. 


360, 13 es el punto más bajo de la catenaria. Sicodo a la altura de 8 
sobre el eje de las x, resultu; 
B4 a = (y +0), 
n+as loan; 
además, 
H=aq. G=iq (peso de la cadena). 


De donde se deduce 
G 
y=vTia= (VE 3 5). 
a 


EamLidtl am EL [Y +4). 


867. La horizontal que une tos extremos libres de la codena es cl eje x 
de la catevaria ; seu a su parámetro, es decir, la distancia al eje x del punto 
más bajo de la'curva. Se tendrá : 


a+b=i,  H=0=2g 
de donde 
a=>2l, h=1y5, 1=My5, a =2h/y3. 
Además 
hi4 Um a (eos hip D/a — sen hip b/0) — ets, 


E by 
20 (1 + Y5)/2]* 


== 


de donde 
h 


Soluciones 368-371. 
368, Plágase 
Bo=s. Ui=x 
Cos el vértice de la catenaria y su parámetro es « =2—h, además 
2 att 
el equilibrio entre la tracción horizontal y el rozamiento da ; 
H=aq=/xg obien u-=/.. 
La longitud de la cadena es: 
lszs+m 
Eliminando s, x y a sale para z la siguiente ecuación ; 
B(U EP 2510 ED A+HJO df) 4 Ah [0% 4 ft 0. 
369. La tensión en una catenaria es S =qy, y como ambas catenarias 
tienen la misma tensión en A, se tiene y = y, es decir, que ambas tienen 


el mismo eje xr y sus parámetros están enlazados por Ja condición y = 4 == bo. 
Las tracciónes horizontales en B y C son: 


MWonq=fqe UH, =49 =(q%, 
de donde 
a 12 
ro -7. 
lo Y por un trozo de cadena de longitud Mm = Q/, 
husta el eje « de Ja catenaría y se tendrá 


f 


870. Sustituy 
la cadena baja 


y=z4m 


¡Ahora bien, siendo 2s la longitud de la cadena entre A y B y a el purá- 
metro de la catenaria, tendremos ; 


Potosi 2s13=l] y+s=aept, 


siendo AR == x.  Fliminan 
geométrico de los puntos € 


+02 71421) ln Vi == 


871. De la ecuación 


y 


s y a entre estas ecuaciones, la del lugar 


n= y 


SAA 
se deduce diferenciundo dl 
e. 
sa — “Hon 


siendo $a la variación del parámetro a de la catenaria correspondiente 
a la variación 9h de la flecha. Además, se deduce de la ecuación : 


Y e 1 
my EIA sen hip gg) el valor a Zeta y 
y dá, 
04h VPO pz 
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3872. Soluciones 


Diferenciando la ecuación 
a+h +3 =abpe 


se deduce, con un sencillo cálculo y teniendo en cuenta el valor hallado 
para $4: 
h cos y 


Teosp +? 


di cey 
dpto H=080 


872. Obsérvese que con el desplazamiento de los puntos de suspensión 
AA”, B=B' no se altera la longitud de la catenaría, pero sí, en 
pambio, la posición de su directriz = y su perámetro a. Referiremos 2 la 
horizontal fija AB la variación de la altura del c. d. g. (véase figura del 
problema anterior). Sean, pues, respecto a AB: 9” la distancia del €. d, g., 
S € y' la de un punto cualquiera P. Tendremos : 


y =a+h—y 


- a (a +n—gH 48 d fuds 


T e E 
y 
lóyds lSyds 
ón =3a st T mita 232 
fevds 
> cos yd — —p— + 
De 
$=U= [sen ip ¿— ¿cos mp ¿Ja a + cos Mp] de 
se halla 


z  senhipzja 
$z -(2 — os hip za je a 


y sustituyendo este valor en la ecuación siguienté, deducida al derivar la 
Y = a cos hip x/a, tenemos 


su= [eos nip ¿—¿ sen mipzJo a + sen hip (2/0) $x, 


hallándose asf 
$a 
dy = Tos hipx/a* 
Además, 
+4oJa 


1 1 b 
7/8 yds = lomera cos hip(2/a) dz =7 30 
2 
y, finalmente, utilizando la expresión de ¿a hallada en el ejercicio anterior 
dy = [cosy—5b/] ¿a =—+cteyób. 
=ali= 


Soluciones 373. 
818, Se tiene en primer lugar 


G=qh q 
y, por lo tanto, 


H=0= 


o 


siendo H Ja tracción horizontal y a el parámetro de la catenaria, La inli- 
nación a, de la catenaria en € está dada por 


ya - (0) sen hip? eb 
y la tensión en C (que puede determinarse también partiendo de la condl- 
ción de equilibrio relativa a Jas proyecciones sobre la vertical de C) es: 


Gg_ 6 _ GTI Cy 
di da TT Ce 
vos hipea 0 
“senhipea 71 
de donde 


dy 


Además, de las ecuaciones 
Ya ae 
Ly 
Y orhteaz+ (% + 3) 
se obtiene restando 


Pje lol E Gb oh 
CSS PO 


y, por lo tanto: 
T=4( AS +3] - 35 +0 + 350. 
Siendo datos 2b, l, G, G”, para hallar la flecha se utilizan las ecuaciones 
Y + ly ata, 
Yahih+ F- na, 


que divididas miembro a miembro dan 


Sustituyendo en vez de y su valo 
nos queda una ecuación com la sol 
ésta 


tes hallado y poniendo a = y/¿7= 8, 
incógnita f de la que puede deducirse 
'ácilmente por el método gráfico. 
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374-376. Soluciones 


874. Scan V y H las componentes vertical y horizontal de la tensión 


de la cadena en 11; tendremos : 

M 

vo 1 
e-5-7 lgas 

Le 

o 
gds = Hdtgo - HL ELA y como ¿2 a 
se deduce ñ 
7] 


ep 
y siendo H/r = qu el peso por unidad de longitud en C: 


str, 
up 
Obsérvese que para y =3 .q=0". De St Vi 4 19% se deduce la ten- 


sión de la cadenu en Mi 
ZA 


F cosp” cos p” 
875. Sea q = Kcosg; para la componente vertical de la tensión en un 
punto cualquiera x, y se tiene: 


Pa =Kjdscos p kz 
Vo kz 
e- === T 
de donde (si para x= Ues yo. Fl 
k 
zp 
y siendo conocidas 2) y h: 
h=k/2H-.b, — k/2H =h/b 
y pr 
A 
La catenaría es una parábola. 
376. Se tiene 
ha nz 
EM + 
y sí B es la reacción en B: 
dy v 2 — jad ha az 


32H >: ii 1 abi TA 


diferenciando : 
my? 
q=.H (3) Y 
y siendo go la carga en el punto medio de TD (es decir, para y e h): 
a=0%)- 
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Soluciones 377-379. 


877. La catenaria en el tramo b, es: 
EA 

cido: a: ¿E 
B — componente vertical de la tensión en 8, 


de donde 
Hy = Br—qu0. 
Para el punto más bajo, se tiene: 
dy B 
ao q 
z Be 
Bbmaz = 7q, = Him 
Hallando ahora, la ente vertical B de la tensión (según la regla 
que sirve para determinar las reacciones de los apoyos) se tiene 
Ho dr 2 + 57 
5% EAT d 


878. Sca A la componente vertical de la tensión en el apoyo izquierdo, 
tendremos (según la regla para determinar las reacciones) : 


A =qb 0%, 


además 
dy Y Agr 
1 Aldo: (ios - A 
de donde 


Hy = Ar—q/ 
y para 2 -b, y=h 

Hh = Ad, —qby2, 
por lo tanto (siendo 2b =b,-- bh): 


$829. Sustituyendo en la solución del problema anterior 
dez, b=2b--z, 
se deduce : 
2b--2 


A=90+ 057 


»— 
My -[1.+0 7 2lo 27. 

Como para x= b, es y = hy, resulta 

2h 


Hh = [1 +0 


y dividiendo las ecuaciones: 


380— 381. Soluciones 


La flecha máxima (punto más baju) corresponde a uno de los tramos o 
al punto de acción de la carga (en el mi separación de los trozos con 
distinta carga). En el primer tramo, la máxima flecha viene dada por 


ey 2b— 
A E dr 


la distancia a A es. por lo taulo 


E ES 
mb Q—yz A 
Pero ésto susede solamente cuando y está efectivamente en el primer 
trumo, es decir para 5 
25 
Erizo 0 sen a ox DI EITE 
y ontonces 
li (OQH— + 2h 
UT PRA 
En otro caso, o sea para z, > 2 
2<b-b 


E 

Dr" 

y se ve inmediatamente que el valor máximo de Ja flecha (que no es un 
máximo analílico) viene dado por la condición 


>> 
siendo 
Qi Fo 
detalla ir 
Las tensiones en A son: 
a a 7 
n-28b EAS horizontal | 
7 , y Tensión lotal T=yHTF A 
A gd + Q Gp vertical] 


380. Con las notaciones de la figura, para un desplazamiento sobre 
et círculo tendremos : 
Kór—Gó: =0. 


Ahora bien 
r == 240054, ór =—2asengód, 
2 =/rc08H$ = 2acos* D, $: = —tacosHsendod, 


por lo tanto, (K —26G cos 9) sen$) = 0. 

Ohtendremos, por to tanto, Y — 6 y, además, 

cos $) = K/26- 

No hay, pues, más que otra posición de equilibrio distinta de O, siempre 
que K <2G, 

381, st + 2Zascosa _ 
no inclinado el segmento Ús hacia al 
entonces 

Q6(s cos a) —Póx =0, 


luego se sustituye: 1? = 00 = a? +5* + 2a5c0s a y se diferencia esta 
ecuación]. 


: 
PLE. (Desplácese Q sobre el pla- 


jo y P el 8z hacia arriba; se tiene 
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Soluciones 382--388. 

53%, Epa [Se desplazan P y Q sobrela parábola; 

A A Pra: Sedesol y Qsobrela parábola; 

Jos desplazamientos son iguales y se aplica el teorema que dice : El trabajo 
de un peso es igual al producto del peso por la variación de la ultura.] 

383. Haciendo FP =riy FQ=r. 3 PFS =Y,. 4 QFS =Q, el 

principio de los trabajos virtuales nos da la ecuación 
Pó(r,cosp) + 08 (r,cos q) = 0, 


esto que — r, cos $, y — F, cos €, son las distancias de P y Q ala hori= 
Eomtal que pasa por 'F De la ecuación polar de la parábola (p = semi. 


parámetro) £. = Ta se deduce: 
ESTRADA 


1% (Ecos g)e 
y la mismo para $7. Efectuando las diferenciaciones indicadas en la primera 
ecuación se tiene ; 

Pár, + Qór,=0 


y como r, +7) =1,8r, + 91¿=0, resulta : cuando P = Q, los puntos están 
en equilibrio en cualquiera posición y cuando esto no ocurre, en ninguna. 


E+HC0sp El cos, cd 

38% Po O mp, + *= Excentricidad numérica de 
la elipse. [SÍ Y, Y, SOn las ordenadas de P y Q, se tiene P8Y, + 08y, =0 
en donde hay que sustituir para cada valor de 


y=rsnp r= pl(1 + cos p) r = radio polar.] 


$885. P:Q =senq:sent. [Siendo y e y, las distancias de los pesos a 
la horizontal, para un desplazamiento simétrico y muy pequeño, 2 P4y 
- Q8y, = 0, y tendremos ' 


a b a dp b sy 
1=38P 1=38Y =p YU => 


además, la condición de invariabilidad de la longitud del hilo da lugar a 
la ecuación 5 


1 2a db dp D cost p sen 

ta te onde E o] 
» ko 

380, LE. [Gdcos pop = kapasp.) 


ES 


387. Hay equilibrio para p= 180* y para sen % =G > La posi- 
ción inclinada de equilibrio sólo es posible cuando ¿22 < 1. [Se hace girar 


la barra OB el ángulo 3p. Sis = BC. y h es la altura de A sobre la hori- 
zontal que pasa por O, tendremos Ggh + Qós=0; siendo h=«cos q. 


32h. 


388, E =2. [El c. d. g. de la barra AB no debe varlar de altura 
para un pequeño descenso de 4; caleílese su altura sobre la horizontal 
que pasa por C.] 


— 229 — 


389 -395. Soluciones 


390 el punto O de intersección de BD con AC está el centro ins 
tantánco de giro de la barra CD; si se une M con O y se traza por M una 
perpendicular a MO, se tiene la dirección del movimiento de M y por 
lo tanto la del mínimo esfuerzo. En otra dirección cualquiera, una parte 
de la fuerza se disiparía en tenslones interiores. Si C es la presión en C 
normal al toldo se verificará la igualdad 

K.0M = C-0C. 


Además, los momentos respecto a A dan : 


¿sena C.AT= Ca 
de donde 


890. Si 321, 8z, son los desplazamientos verticales de P y Q al dar a la 
balanza un pequeño giro $9, tendremos 


Póx, + Qóx, = 0 
$1, = dp, $2, =—bóg, 
Pa=Q)b 
independientemente de las posiciones de los pesos. Obsérvese que los puntos 


de giro O, O, están en la misma vertical y que las barras de la balanza 
forman con sus varillas de enlace un paralelogramo articulado, 


y como 


resulta 


801. tgp TA [Desplácese A hacia la derecha sobre el suelo 


y B hacia arriba sobre la pared.) 
A = G. [Se desplaza la barra paralelamente a sí misma hacía arriba. 
¡E > Eo desplaza la barra paralelamente a sí misma hacia la 1 
quierda.! 


892, Lu curva directriz debe ser una elipse de eje vertical 1 y eje hori: 
berbi 5 1 e. d. g. de la barra debe describir una horizontal en su movi- 
miento. 


893. Si el triángulo ha de estar en equilibrio en cualquiera posición 
su €. d. g,, para un pequeño desplazamiento en que A y B siguen en con- 
tacto con sus guías, debe describir una horizontal. Por lo tanto, ha de estar 
en el punto de intersección de la horizontal gue pasa por M con la circun- 
ferencia que pasa por A BM. Conocido el c. d. g. del triángulo, fácilmente 
se determina el tercer vértice C. 


304. 5 gos (a + 9) = 3d cos 29, [Determínense las distancias Zu, to 
x, de los vértices del triángulo a la linea AB; la coordenada ¿ del e. d. £. 
valdrá ¿= ao ++ YA hágase luego ¿£ = 0.) Las presiones A, £, 
€ son hiperestáticas (estáticamente indcterminadas) puesto que sus lheas 
de acción pasan por un mismo punto. 


395. cos'p —0,2cosp =0,5. [Ll c. d. g. de OA y AC juntas, no debe 
cambiar de altura en el desplazamiento vírtual sobré el borde B siendo O 
fijo. Por lo tanto se tendrá 


66 8 sen29) + 266 (a sen 27 — a sen $) = 0.] 
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Soluciones 396—400. 


308. Se imagina cortada la cuerda AB y actuando en cl punto de 
corte la tensión desconocida S. De la igualdad 


—2583 (a sen a) + K8 (b cos f —a cosa) = 0 
siendo b sen f = a sen «, y por lo tanto, $ (ó sen $) = $ (a sen a), se deduce: 
S =K(tga— tg p)2 


817. Supongamos que la articulación C desctende verticalmente gh: 
la suma de los trabajos virtuales es 


Qóh + k(l—IJj$l1= 0 
en donde h representa la altura de C sobre A B, Ela longitud de la cinta elús- 
tica estirada, k su constante de elasticidad. Se tiene h=b sena, dh =b cos 
aja, [= 2bcosa, Jl bsenuga, de donde resulta 
Q=2k (51 2— lo). 
308. El principio de los trabajos virtuales, da la ecuación 


a$ 
o bien 


sena) + 2ad (a sena — a seny) + 2a6 (a sen fi) 0 


5cosaga + 4cos BOB — 4 cos yóy = 
Uniendo a esta ecuación las dos relaciones geométricas siguientes + 


AB/a =c0sa -- 2c0sf + 2c05y = 
y, calculando la distancia desde D a AB 
sena —2senf + 2senp =0, 
diferenciándolas una vez y eliminando ¿a, SB. 8y se obtiene la igualdad: 
4 lga— 3 8 —7 gy =0 
399, Desplazando en Ús hacia la derecha, el extremo C, tendremos 


— Dós -- Góh =0 
en donde 
1 =acosa—beosf 


y como la distancia del punto Ba AC es h =asena = 5 sen fi, resulta 
dl G 
“UB=wga0" 


400. tgf = 2 tga, (Estando fijo el punto A y desplazando 8 hacia la 
izquierda, se tiene: 


—266 (a sena) 4 265 (2 5senf) + 68 (2a senf) = 0 
siendo G el peso y a la longitud de una varilla, De aquí se deduce 
—vos ada + 2005 BBB = 0. 
Además, para la longitud AB tenemos la siguiente relación geométrica 


2acosa=2acosB +a 
y por lo tanto 


58 = ng 01 
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401 —406. Soluciones 


401, Para un pequeño acortamiento en el hilo cuya longitud es 2x, la 
suma de log trabajos virtuales será 


K(- 282) + k(2r—a) (251) —k(2y —a) 28y =0, 


siendo x = asen y, y =acosy y k la tensión por unidad de alargamiento. 
Sustituyendo valores, resulta 


189 = 1— K/ka. 


403. Sih esla altura de la tijera y + su anchura, para un descenso ¿h, 


tendremos : 
—oóm—2R ge 2 LO ag Eo. 
Ahora bien 
a. h=24c054, X= asena, 
de donde : 


K=0|tgu 154) > E [ga —/1. 


404. De 2K5 (acosu) + Q5(2a sena) = 0 se deduce: 


K=0Qctga. 
405. En primer lugar: 


Kó(asenu > beosf) + Q5(2asena) = 0, 


de donde ae 3 ña rta 
acosa — Pacosalda -- Kbsen 20, 
Además 
acosa + bsnf=c—d, 
de donde 


asen aga — boo PoR = 0. 
Eliminando da y 8$, resulta: 


K 20 


"ida ugg=1T" 


406, Trazando un plano horizontal por las articulaciones fijas A y Az 
y llamando p y q a las distancias de los puntos de aplicación de K y Q a dicho 


plano, se tiene 
Kóp - Q84 = 0. 
De 
P=acosa + beosf, 
Y =—acosa — ecosy 
y de las relaciones geométricas 
asena + bsen $ = const., 
cseny + bsenf$ = const. 
se tiene diferenciando y eliminando da, $8. óy: 
_p6Y—tga 
e tgf— tga” 


—BA= 


Soluciones 407—411. 


407. Sea DA=AB=b, BC=a, 4DCE=a (muy pequeño) 

tendremos 
D-3a$a + Z3(bcosf) =0. 
Además el recorrido pequeño de B es 
aga = 5(2b sen $). 
De estas dos ecuaciones se deduce eliminando $a, ¿8 
D= ¿ ZtugB 

408. Llamemos ! alas longitudes A/A etc.; al levantar un poco el 
azud, el trabajo del peso de una barra es—G 3 cos ada, el trabajo de la 
carga Q:—Q!cosaja y el de la tensión del cable: Siga sen (a + f8). El 
principio de los trabajos virtuales da 


—|36 3 cosa + Q1 cosa] 5a + Sisen(a + f)3a =0 


de donde 
cosa 


6 3 
Ss. lo +30) na + py" 
400. K= E Q- [En una vuelta, el husillo avanza Ah hacia la 
izquierda, y la carga Q avanza h, —h hacia la derecha.) 


410. Sea Q, la presión horizontal en las tuercas, la ecuación del tor- 
nillo da 


K-20, 7 t6(0 +0) 


siendo r el radio del tornillo, a el ángulo de inclinación y y el coeficiente de 
rozamiento. El principio de los trabajos virtuales, da 


2 52500: p + 016 (b sen $) = 0, 


de donde 
K=20 5 66 ( +0) 
411, De 
kde a 
=7 fovirr az 
se deduce se 


úl y LA 
1 a ra 
ni fav 5 [TFR 60 + ¡Lor jar. 


El último término se integra por partes y con la condición de los extremos 
fijos desaparecen las partes integradas. La integral es como sigue : 


% 


ES 

¡YY A yy a a E 

Ja pad = A as 59), EE Y 5) óvaz. 
Ey 


a 


pee, EE 


412—418. Soluciones 
La condición ¿7 = 0 da la ecuación 


2 yy 
TP =0 
di el 
que caracteriza la curva buscada y = y (x). Multiplicando esta ecuación 
por yy' UF y”, resulta 
, y do y 
WEAR PENITA 
ecuación que puede integrarse Inmediatamente, dando 
wr oy 
- + 
Sí ra ) 
en que la constante de integración se determina por la condición y' = 0, 
y = a. Escrita esta ecuación en la forma 


y 
ant 


se comprueba fácilmente que queda satisfecha por Y = a cos hip x/a. 


ac ae 
lo Pa a ——, o — E, 
Ha a Aaa aa 


418. Sea a la distancia del primer buque al puerto en el instante 0, 
x, y las distancias de los dos buques al puerto en el instante ( y y su dis» 
tancia mutua ; tendremos : 


z=a—ul, y=vl 
Pal y 2 y cos 0 = (a — ul) + 9-2 (a —ul) DL cos. 
Diferenciando respecto a f, obtendremos el valor de £ para el mínimo de 7; 
a (u + vcosa) 
2 + vw 2uveosa 


be 
y por lo tanto 
T:g= (Y + ucosa):(u +» cosa). 
414. T=ajw, 2=90/20, 


416, 1= ¿ro +9l-—vEFZcga, [ve 2=Íl= ot ts t=1] 


416. s= 0 +19 (3 4) 


1 
+ Tn — wit?) Y = 20. 


(Se supone 21, > twyl,, de lo contrario el 
4 punto volvería a su posición inicial antes 
de actuar 1). 


O. 417, (=0,024 5, 3 = 0,0346 m. 
ar 
418. !=3145, w=—2,941 m/s. [ta aceleración €s 1y = — nz 
RV, 2s 
por lo tanto (= A 5) 
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soluciones 419-427. 
310. v= 2,683 m/s, (=89 5. 


120, K= 2031 kg. [> =wtyw=Y 


e a pi 1 
aquí se deduce K=G | q + am) | 
421, Del valor K1%/6. (Los recorridos son 2, = 4 wal", 7. =3 we— 3 kP. 
422, Tes Ja raíz positiva de la ecuación 
T? (w, — W;) — 27 (0; —v3) = 24» 
M=AT MT 2¿=0,T 4407, m—u-4u) 

323, El primer punto alcanza en cl tiempo 0/9 la altura oso y des- 
ciende durante el tiempo r hasta su encuentro con el segundo una longitud 
se 22 x, mientras que el segundo punto sube y = vel, — 711/2. Se ene 
además 


EN 1H 
Giralda r+Y 


E 
y eliminando x, 2, y, resulta: 


ES 


MA 
=p 


425. Se calculan los recorridos de los tres puntos desde su posición ini- 


cla O y se escribe DA-— 0B = OB — OC. Así se obtiene para ¿la ecua- 
ción : 


E (0, — 109) — 20 (E 4 7) A + Y 209 (1 — 1)+ 
En nuestro caso particular se tiene 
t=10s, AB=AC 
426. (=105,  0=5ms 
427. La solución general de la Y 
ecuación de vibración 
E rtr=0 
tiene la forma 
2=Acosxt+ Bsenzxl; 


los valores de las constantes de 
integración resultan de las condi- 
ciones iniciales, y sus valores son 


A=x B=0/t 
Escribiendo 


Der — 4 10/( = 730 m. 


De 
x= 19 COSXÍ + 7 senxí == a cos (xt +4), 
resulta 
de cosa= ta 


a sena = — 0% 
y por lo tanto 


SA D, 
a=yiT + 0pA, 480 =—zz 


— 35 


128—431. Soluciones 


428. Sea x la distancia del punto material a la recta de unión de los 
centros de atracción ; la ecuación del movimiento será 


E=—2 
(02 + ani 


de k k 
2*- Gt 
(4 ata 
La velócidad máxima tiene lugar para x = 0 y vale 


Enax 2 V (3). 


El movimiento final viene dado por la ecuación 


a > 
J Vw + Ta 


vVi=E 
Y POr inversión x= x (0). 
420. n =3/2, [La ecuación del movimiento 


con la primera Integral 


o=i=—k 
Ja Integrada para ambos puntos (después de multiplicar por 24) 
e yr 2 
RR E E 
Iualando las velocidades para x = u y x = a/4 se obtiene el valor buscado. 
M0, mae), 9 Ems, [ de van = was = A 


. 
se deduce por Integración: E = kin y de aquí 3) 


481. Al cabo de T= «/Km;,. [La ecuación del movimiento 


w=kE 


da integrada (después de multiplicar por 24): 


, LA 
+= im (5-2) 
o bien 
azdz 
Va=z 
e mienvese que el signo 1nenos es debido a que + es negativo! — Volviendo 
a integrar, resulta 
vVEm,t 


y para z = 0, se obtiene el valor 1 = 7 anteriormente indicado. 
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=— Y km, dt; 


ayi 


Soluciones 432—135. 


482. Siendo M la masa arrastrada, la aceleración valdrá 


K 
=>] 


Teniendo en cuenta que w» = E, se obtiene la ecuación diferencial 
d 


di= Mz vo 


e integrando 
M 
=— Fina —b0) + €. 


Para 1=0, v=0j de donde 


y por lo tanto 
2 K= Ke", 


De la penúltima ecuación se deduce, además, 
.e A Do psa 

y, finalmente, como ecuación final del movimiento (£= 0, x == 0) 
a, a—bo 


A OS 


488. La aceleración está dirigida según 37A y la ecuación del movi- 
miento en esa dirección es : 
Mi =—4Akx 


de donde se deduce la solución. 


484. 0? = 03 + 4m,/3a. (Sea x la distancia del punto m a su posición 
iniclal y k lu constante de atracción, la aceleración valdrá 


e Km kmy 
k 


CT Aa 
De vdv =wdx se deduce 


1 1 
ES 4 impo 


aa 


y para x= =a/2 se hallará el valor indicado] 


435. Kks/k, = 3. [Siendo x la distancia de O,, la ecuación del movi- 
miento es 
w=i=—kye + k(a—2) 


Multiplicando por 3 e integrando, tendremos : 


1 a 
je=—k3 + ka faz— 


Para 2 => es 3 =0, de donde 


y con Ja condición ¿ = 0 para x= a, resulta Cinalmnente =3) 
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436438. Soluciones 


485. y welga, 0, = v/senG, to, = sen a. (Dibújese 
una posición pró: si ds es el desplazamiento de g, ds, el de M1 
sobre y y ds, cl de M sobre h, se tendrá 


ds  =dsctga, ds, 


ds'sen al. 


Respecto a la resolución de este 
problema, aplicando la teoría del 
movimiento relativo, hay que ob- 
Cam obs  Servar que según la figura adjunta y 
debe considerarse como caminó re- 
Ttativo, h como el absoluto, 0, 1, 
como 'la velocidad y la aceleración 
relativos, vz to, como las absolutas 
» y 10 como la velocidad y la acelo- 
ración del sistema.) 


AB. 0, =D [COS P, 10, = W/cos y jo 0% tg q/a. [Sean 87 y Mi posiciones 
próximas a M y M, ; midiendo s, desde cualquier punto fijo de la trayecto- 
ría de 37, por ejemplo desde el pie de la vertical de O sobre dicha trayeo- 
torla, se tiene TM ca ds, IM =-—d8, y 0 E y 
para las velocidades correspondientes; deducióndose de la relación geométrica 


SS 


=—h, 


5 =acigo 
por diferenclación la expresión 
ap 
A 
Además, la ecuación 
ler 
Dn 
diferenciada, da 
; u cos p 
Pr ar 


y Sustituyendo el valor de $ en la ecuación que da 0,, se tiene 
» 
os p* 
Diferenciando a su vez esta ecuación y sustituyendo el valor de $ resulta 


q- 


1 v sen p - 


A asp + rasp? 


3 por lo tanto el resultado antes indicado. — Respecto a la resolución del 
problema aplicando la teoría del movimiento relativo, véase el probl. 586, 


5 


wm=2(1 + als or 
ES a h 
o m= [ = 1] Sor 


Se tiene 5, =atg, s, =ajcos p; diferénciense ambas ecuaciones dos 
Veces con respecto a 1 y póngase dpídt = w = const). 
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Soluciones 439—445. 


a—ecog 2acosp — e (1 + cos*p) 
A o ws, 
acosp—e all + costo) —2ecosp 
ar sen de 
[Estas expresiones se deducen de las ecuaciones 
=y_asp—e 
ss =MM= A 


diferenciando dos veces respecto a £ y teniendo en cuenta que — d p/df =«.] 


120 2)0= 


Do= 


y, ps === 


¿VAN 
440, v= FF w; 
en particular para x= 0A =D: 
ayi 
o A o. 


[Se tiéne bi = 2% + «2 —2ax cos p; se diferenela respecto a í y se pone 
dejdi=»v, —d pldt=w.) e A 


441. El punto M oscila alrededor de O, resultando y = y IF ==3Tw0 
wa --80? (Des = 2rcos p diferenciando respecto a £; —E =0) 


448. 
442. y pudo 


444. La superficie comprendida entre la línea v-+ y el eje de las £ da la 
medida del recorrido del punto. Por lo tanto 


so vt —awt ¡A =Ct, y c=0(1—2x/4). 
445. La ecuación de la línea s-1 es : 
4 $ = st (241, — Oj. 
Y' diferenciando, se tiene : 


Dibojas estas líneas. — Para 1 = 0 €S ¡Dio =>, PAYA (=1, €S Das => 
—sillt 
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446—450. Soluciones 


. 446. La ccuación de la línea v-f es : 
PA v= 40, (1 — tl) Uta 
A á y diferenciando respecto a £: 
48 1 
eE (12), 
l H y como s=[vdt: 
rta resulta 
ta 20 (, 21 
Ñ iz) e 


o 


447. Igualando las áreas comprendidas entre las líneas 0-l a el eje- 
£que corresponde al movimiento de los dos puntos, el recorrido de los 
mismos es; 


de donde 


s=0t (1 —2/4) = vd, —w4/2, 
ENE] 
w=— (5 1) 
448. Resolución análoga a la anterior 
304/24 0, (— 1) =(Vo + Y) 7,2 + Vl— Tp), 
de donde b=71p12. 
440. Resolución análoga a la del número 447. Siendo a y B las inclina- 
clones de ambas rectas, se tiene : 
s=i0tga=4(—t)3t8B y ltga=(.—1) tg, 
Cs ense + VE ED. : 
(Obsérvese que (9 a y 17 $ tienen dimensiones de aceleración.) 
450. a) Del triár alo OMP se deduce: 
008 A = p/Dp, sena = 1/to 


Puesto que OM puede expresarse por 0, 0 por t,. 
Tendremos, pues : 
A 
tas 


t 
A 
al Ñ de donde resulta la velocidad del segundo mu- 
vimiento en función del tiempo : 
0 la e v=0y 


te La aceleración de este movimiento es 
w=—tg0 = —0/h, 
designando a PQ por t,. Como 00: 0M =0M:0P, o bien + ty: 
lt, = 1, resulta a—e 
qui 


1 


y 


Soluciones 451—-456. 


b) El segundo punto lega al re] cuando y = 0 o bien 1 = 1, El 
camino recorrido viene dado por el área del cuarto de círculo, y vale por 
lo tanto 


s=30M-03 


ta 


(teniendo en cuenta las dimensiones). 
El movimiento del primer punto £s uniformemente acelerado, su reco- 


rrido en el tiempo t, será pues w23/2. Escribiendo 
7 val A = w4,2. 
resulta 
20 
e-5% 


pora la aceleración (constante) del primer punto. 
<) La velocidad del primer punto es wt o sea 7 f; la del segundo se 
. 


halló ya: vo Yi 1, Igualando ambas velocidades, resulta para el 
tiempo buscado : 24/y A+ 2%. 


451. a) Transcurrido el tiempo 1,/2 es declr, en el punto de intersec- 
ción de ambas líneas b-f; como las tangentes a los arcos de círculo tienen La 
misma Inclinación respecto al eje (prescindiendo del signo) las aceleraciones 
tienen el mismo valor absoluto. El valor de la aceleraci( le lel segundo punto 

pl 


se ha hallado en el ejercicio unterior y es: 1 =—¡¿==p5 Para (a (42, 
NS 


DvE] será, pues, el valor absoluto de la aceleración de ambos puntos. 
le 

b) Los puntos vuelven a encontrarse cuando sus recorridos se igualan. 
Como el área del diagrama b-t representa precisamente el camino recorrido, 


los puntos se encontrarán al cabo del tiempo f,; el recorrido 0 sea el área 
de la curva v-t vale 27 0ota/4. 


452. Resolución análoga a la del problema 450. 


» (0 
vo VIE, w= A 


458. x= a q: (SI 2 Ya son los velocidades iniciales, se tiene 


para B 
Y =00050 tl, = V,cos2aL, 
y =vsenat,—gh/2 = V, sen2 a tl, — g13/2 


de las cuales eliminaremos 0, Ve 


464. Tiempo T de O hacia A = cos f/cos a. (Calcúlese el camino re= 
corrido en proyección horizontal de los dos movimientos.) 


2 0104 sen (a, —ay) 
AD O ae coa" 


+7. 2vk sen (a — $) cosa 2v, sen (a — $) 
450. Di== ya > IT 


a, = 8/2 +45". 


== 
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Soluciones 467-469. 
ss 
487. 00,= a a [De y =acos bip *, se deduce £ =a sen hip A 
siendo e el ángulo de la tangente a la catenaria con el eje Oz. 


ds 0 ydzx y de _ 
a rre 


ya que y cos p = a, según una conocida propiedad de la catenaria. Además 
restlta de 


dy s 
7 = sen mi =Íscosp = e 


y volviendo a diferenciar y utilizando la relación a? + $ = y*: 
A SL i5]-5 
== a gail= yl py 


308. Véase la resolución del problema precedente n.? 467. Se tiene 


dea 
> Gs => 
y, además; 
cady acts ars 
A 
por lo tanto 
Pr 0 a 1 
A ri up" 


Como la velocidad c es constante, la aceleración está dirigida hacia el centro 
de SUrvatara, La expresión para «w se obtienc también inmediatamente 


dew S puesto que el radio de curvatura de la catenuria es q = -. 


* 1 
AE Furg» "ormal a AB. [La aceleración tan- 
gencial es 
_do cxospdy 
"47 — np dl 
y como 


La aceleración normal es 


por tanto, Ja total 


470—474. Soluciones 


470, Se diferencia la ecuación de la elipse dos veces respecto a f y 
se pone 


resultando 
d dex pgbs 
Pell y mE. 
47. De vydo, =wydy = — kiyd y se deduce 
Dy =—ky DG dyjdt 
y y = bcos kl. 
De Ja ecuación de la parábola resulta 


x= acost kt 


y e, = dx/jdt =-—aksen 2kt, 
además v=vV0 0 =ksen kl vi Tacos kl, 


10, = dos dt = —2a kt cos 2k1 = — 241 (22 —a). 


El siguiente punto de reposo se deduce de p 
snkt=0, T=xRjf. 2=a y=—b 


Entre ambas posiciones de reposo, situadas simétricamente al eje Ox, el 
punto realiza un movimiento oscilatorio 


47 y=b cos qa» pt=uj + d*ktsent Af. La trayectoria corta al eje 
A nn 3x 5a 
de las x infinitas veces, en los tiempos : 57, > ZR+ ete. El punto se 


halla a la máxima distancia del eje en los tiempos : 33, ES , ete. 
478, Se tiene 0, =0—tl, 0, =100; 
r=otb—0w002 y=w0/, 
de donde se deduce la ecuación de la trayectoria del punto : 


(+= y (parábola) 


y la velocidad 
9 =0, + 2i0(y—2). 
Poniendo do/dt = 0, se deduce 
Vta = +2 
en la posición 


3 10 
nd ME 
474. Se tiene w.=—(k+m)zx, wm, =—(k + my 
y=0%—(k+m2, 03 =(k + m(a*— y” 
de donde 00 =08 +(k + 10) (a? —r2). 


La trayectoria es una elipse enyos semiejes son : vo/ FF A en la di- 
rección Oz y a en la Oy. El período de revolución es Y =22/ YE + mt 
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Soluciones 475477. 


475, El punto MM se mueve uniformemente sobre la circunferencia 
con una velocidad v = 2a w, Su aceleración es 


w=w, = va = 400%, 


y está dirigida hacia el centro. El movimiento a lo largo de la recta g tleno 
lugar con la velocidad b, = 7, y como r = 2a cos 9, —$ =0, resulta 


M== +2asen yw = TA 


y con la aceleración 


1, =b =—2ac0sp 0? =-—5 0 (dirigida hacia 0). 


[Al cl la recta —d p, M se desplaza ds = — 2adg sobre la circunfe- 
rene 


2 
476. Se tiene 0 = (5) ra r E) ; la ecuación polar de la elipse es 


p 
"=TFecop* 
Además 
ra EA == Const. 
resultando 


v= A FEA? 


477. De y =c/sen p se deduce por ser » = rd qdt. d q/di= cfr sen y) 
la aceleración tangencial 
de et vos y 


o ETE e 


además, la aceleración normal es 


poc 1 


lr dE 
y por lo tanto 
O | 1 
> y Tr A 


es decir, que la aceleración 1 está sobre la recta y. 
Para obtener v, y w, llamando x a la distancia “del punto M a la vertical 
que pasa por O, se tiene 


=rsnp 
y 
»9=2=rc0spp=cctgg, 
ds costo sento e 
mA ros Op — o — o = — rra = 
ceosp. ecos p 


e ó 

puesto que de p= q, sale $ =— pS — Rp: 
(fEtectuando la recta y como sistema móvil una traslación uniforme, la 

relación 70, e= 1 es evidente]. 
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478—A480. Sotuciones 


478. Se tiene y =2p, 0=r" 
tunto 


2r0, que es constante; por lo 


wW=vtr=drao, 
dirigida hacia el centro de la circunferencia. Además, 
OM == 2rc0s fp, 
dy si 
A 
470, Sean p, y 9, los ángulos de giro de umbas circunterencias después 
del tiempo £; tendremos 
d «a 
n=2n 7 027. 
MAR PA 


P; des 
=p ps 


Ty Sen Ma = 74 SON Yao 
de donde se deducen las igualdade: 


A mala Pas DY 
E 2 or e 


y por tanto 


DG (rr + tacos P), 
en donde P= (0, +01 
480. Haciendo: OM =r, OA ="1y <10M=P,<x0,M =P so 

tiene PSP =P Senpu 

resp a=T,00s Py, 

Esen (9 py) = sen py. 
Diferenciando la última ecuación. poniendo 

dpidt=w, dpidt=0w, 


y eliminando q, y 7, con ayudu de las otras dos ecuaciones, resulta para 
ecuación diferencial de la trayectoria 


de 
EGOMmg lo mr (rs aos 9) = 40, (4 — Peos 9). 

Cuando las dos rectas usan por 1, se obtienen para 

7 (siena dos] 

Goo y asiendo ¿Eon oo) 
los valores 

0, 
Co y ra 


para las distancias a O de los puntos de imtersección de la trayectoria con 
x, de los cuales el segundo es 0,. Además, la trayectoria pase por O, puesto 
que la ecuación diferencial queda satisfecha para 


amo, [Pese e 


— 2 


Soluciones 481481. 


481. La velocidad o, no causa aceleración ; como », es de magnitud 
constante la aceleración será debida solamente al cambio de dirección 
y por lo tanto será normal a 0, El movimiento será, pues, central con centro 
en €. 

La aceleración se deduce, según la observación anterior, de la igualdad 

wdi=0d4p; 


Siendo c/2 la velocidad areolar constante del movimiento central, se 
tiene en general 


so trata, pues, de una ley de atracción newtoniana. 
Para hallar la trayectoria del punto, aplicaremos el teorema de los mo- 
mentos y tendremos 


DP =0,F cos P der 
Ahora bien, la velocidad areotar del punto es 


c2=0p2, 
luego 
e 


rr 
0, COS P +0, 


€s la ecuación de la trayectoria, que como se ve, es una cónica. (Véase el 
problema 478.) 


á Pia Las magnitudes v y w se deducen de las ecuaciones de las veloci- 
lades : 
1 pdiiryt 
mojo (ge 
y de la aceleración en los movimientos centrales ; 


ha <= doble de la velocidad areolar 


— repulsión 
+ atracción, 
Se tiene r = 2acos y, de donde 
2ac Barc 


TH 
488, Como en el problema 482, haciendo ri =«a*—et | 2recos p. 

siendo DA = a, 0€ = e, De esta manera se halla la igualdad 

2a ( e 


PZA 


y para la velocidad en B 


a 
=0 » 
A E 


[La velocidad areolar c/2 se determina por la condición inicial] 
cos p 
seno 


484, Como en el problema 482, haciendo r =2p 
semiparámetro de la parábola. De esta manera resulta 


e osnto 
W= dp cost” 


, siendo p et 
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185—A488. Soluciones 


485, Como en el problema 482, 0="2%,  w= EA 
tes 
486. Como en el problema 482, w = ate . Siendo F el área del lazo 
derecho de la lemniscata, se tendrá 
—alá 
1 
Fon fa nidp)= 
ns 


E) velocidad areolar es c/2, el tiempo de recorrido de la mitad del árca 


= E» y el periodo de una revolución completa 7 =2%. 


O 
487, Se escribe como en el problema 482,: 0% = ol + (22) ] 
y 0= ar, y resulta - 


dir vaá=e1 
dp e T 
de donde 
O EN 
la trayectoria es una espiral logarítmica 


De w= «Als + a) sale w = EN 
Finalmente de la ecuación de la velocidad areolar c «+= rd pd, 
se deduce as 
e 2Ya—> ln (LT + 1) 
y 
1 21d + et 


488, Se tine dp/dl=w y t0,cos P + 00,senp = 0 porque 0 LT 
VDiferenciando las expresionos 


E=Frcosp,  p=Frsenw 


dos veces respecto u £ y sustituyendo los valores de 10,, 10, en la ecuación 
de arriba, se obtiene 


se =ruto0 bien r= AP + Be”. 
En el instante inictal p = 0, r = ra, por lo tanto 
Te=A+B, dridl=0= 
y por consiguiente 
Am=B=rf2 y r=role + e74)2 
que es la ecuación de la trayectoria. Lau aceleración vate 
ww = 0,005 P —10, sen p => 20-dr/dt 


—B, 


y con ayuda de la ecuación de la trayectoria, resulta : 
w=2yR?— Te. 
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Soluciones 489—496. 


489. (1—tgg) 


tg €. [La longitud de un fuidón de la cubierta es 


“a 1 

EN a '. 
AE 

siendo £ el tiempo que necesita el agua para recorrerlo. Se diferencia la 
ecuación con respecto a $, se pone dp,dí= 0 y se elimína £ entre las dos 
ecuaciones. 


410, Debe ser AC = BC. [Trácese el círculo tangente a las rectas AC 


y BC en A y B y demuéstrese con ayuda de las cuerdas isócronas que AB 
es la recta que requiere menor tiempo de caída] 


401. AB dobe pasar por el punto más bajo C de k. (Trácese la circun» 
ferencia tangente a k que Pesado por A tenga su centro en la vertical de A; 
el punto de contacto B está en 4C. Con ayuda de las cuerdas isócronas 
se demuestra que A B requiere el mínimo de tiempo). 


sen a cos a sen a) 


492 ja a + [La velocidad al llegar a B es 


m = y 2gasena; además, se tiene: 
D, cos at=ccos fa 
»,senat + ¿y =csenf. 
Eliminando ( se obtiene el resultado.] 


498. El punto se mueve sobre una evolvente de círculo; cl resultado 
Ss 0 =D = 1%/2rv. (La única fuerza actuante es la tensión del hilo, 
por lo tanto la aceleración tangencial del punto será. do/dt = 0. 
Para una posición cualquiera, el elemento de trayectoria es 
de =0dp =(l— IG dp, s=lg—rg, 


de donde, siendo p = lr. 


vT.) 


(ot 
|. Sm Sim, a 
494, Sm ir 5 1272 ku. 


405. h=r(1+y3:2), cosa =-—1 1,3. (La velocidad en la posi 
M, donde es nula la presión entre cl punto y la trayectoria, es 0? = 24 
(h'—r + r.cosa); se toma M como origen de'un lanzamiento oblícuo con 
velocidad inicial », que pase por el centro del cirenlo.] 


496. Do = G (p —vt/g) = const. (La presión de la bola sobre el tubo 
es, en un sitio cualquiera, 


D=Goy 1 


siendo y el ángulo entre la normal a la parábola y la vertical; utillcese la 


ecuación 0% = 14 + 292 para la velocidad y € cos p=p-+ 22 para el radio 
de curvatura de la parábola.] 
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497—499. Soluciones 


497. Sea un punto M cuyas coordenadas son UA, OB, sus movimientos 
proyectados son los movimientos de A y B y sus aceleraciones son 


a a 
y =—5¿C08 P Y Wy=—Senp, 
es decir, que se mueve sobre la recta MO con una aceleración dirigida hacia 
), cuyo valor es w = a/r1. Si y es su velocidad, tendremos 


pdv= 4 —dn, 

de donde . 

m=2(i— 
Ahora bien 

ae 

E 

por lo tanto a 
VEidl = — JEL 
y 


y Como ri =2*:; 


o £ 
'_y Far "_atdxz 
Pz JA == [A == 
” y 
de donde se deduce el tiempo transcurrido hasta el encuentro en O de 
ambos puntos, cuyo valor es : 


498. La velocidad del punto que resbala, al llegar a M es 
0 VÍgrsanA =ds'dt. 
El elemento de arco ds viene dado por la igualdad 
det = dre + rap: 
y además 
ds =adpx Z/sen2p; 
así como En S 
dt=¿Visen 'peos par. 


Para integrar, se pone ctg9 =x%. 
El tiempo de caída, buscado es 


l=2 Vi ve87 TA 
Lo mismo dura la caída a lo largo de la recta DM. 


499. Sea 1 = 2az/cos« la longitud de la primera vuelta, el tiempo 
es, como en el plano inclinado, 


VA VA y 
> Vga > Vosenacosa = Vosenza” 
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Soluciones 500—503. 


500. Sea Y el ángulo de rodadura de la cicloide : las coordenadas de 
un punto P (x, y) son 
a a(9--senY), y =a(1—cos 9). 


El tiempo buscado es, teniendo en cuenta que ds = 4a sen 9/2 d 9/2 siendo 
S el arco de cicloide entre el punto superior y el inferior; 


4audeos 9/2 


=p 2 2/2 UE VAT 
J Wa ia sa 2 V > are sen Y a: 
2 


de donde sale la solución. 


501. Las coordenadas del punto en cuestión contadas a partir del 
punto fijo al que corresponde $ =1) son (según la ecuación de la cicloide): 


= a (9 —sen Y), y = «(1 —cos Y), 
de donde, puesto que H=0, H= 6, 


ds 


¿=all—ceosD)o,  y=asndo 


E=a(l-cos Y) +asentes, —j=asuYó + acos hor 


502, La velocidad para la posición Y, siendo 1. la correspondiente al 
punto más alto, es: 
1 2gl(L A cos Y, 


y como vi es grande respecto a 291 


Ya 


ET gl 
ve mYr- E + coso]. 
Ahora bien, para H=>1/2, es v=00, por lo tanto, 
1 
low = E o m=to-—-£, 


o sea (aproximadamente) : 


Y ay 
b=lw os dl , 


y por consiguiente 


wdl= — ¡ucos 9] > 


de donde sute el resultado. 


. 
508. Seaparar=a, y=b= 3p* pura cualquier punto del trayecto, se 


tendrá : 
HAS de ds 


Pa IO=D= ¿> luego “== EE 


504. Soluciones 


Ahora bien á 
= ES 
ds=yTETidr=Vi+ Earl +35 


se obtiene pues para la duración de un cuarto de oscilación desde a = 0 
hasta x = a, el valor aproximado 


” 
dE p f(1+2*/2p9) de BA, a 
a YE AE MBE 
1 ve Vaz v a +imaj: 


Jas 


504, Pura deductr las ecuaciones buscadas se plantean las condiciones 
del movimiento permanente en una posición colas de los vagones 1 y 2 
llamando a los ángulos de inclinación del perfil iongitudinal Y, y P4), por 
ejemplo para la subida del 1 y ¿después pefmutando su colocación, también 
para la subida del mismo vagón 1. Sea q el peso de 1 m. de cable, W/2 la 
suma (considerada como constante) de las resistencias en el trayecto, S,, Sa 
las tensiones del cable medidas en la rueda motriz R; tenemos para la su- 
bida completa de G, (véanse las notactones de la figura) : 

S, =G,senp, +9h, + W/2, 

S¿= G, sen 9, + qh,— W/2, 


por lo tanto, el esfuerzo de tracción 
Z=S,—S, = G, sen P, — G, sen, +4h + W. (0 
Análogamente para la posición permutada de los vagones : 


Si = G, sen 9, + ql + W/2, 


lo tanto Sí = G, sen P, + qh, — W/2 
por , 


Z == S;—Si = G, sen 9, — G, sen q, —qh + W. (2) 
Sea 1 la altura total y L la longitud de cable : la ecuación del trabajo 


nos da; 
ZL=(G,—G)H + WL 
o bien 
LO, E 
GT 


La suma y resta de las ecuaciones (1) y (2) da : 
f 22 
PP 
h 
sen P¿— sen P, = a 


y la multiplicación de las mismas, poniendo h = 


E 


49H 49H 
AO AS o > 
Sí se pone ahora 
L(G,+6)_og 
Ar 
resulta 
y —2a sento, == y, —2a sen. 
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Soluciones 505—506. 


Ambos miembros de csta ecuación deben, pues, ser constantes e iguales ; 
su valor, sin alterar la generalidad de la expresión, puede [gualarse a cero 
(con lo cual no se hace más que fijar la posición del eje Ox). Suprimiendo 
los índices tendremos : 


y = 2a seno = a (1 —cos 2p) 
y de a p 
2 =P 6 dei= Ep HL oostpdo =4a(1 + cos 2p) dp 
sale 
r=a(29 + sen 29), 
que nos dice que la curva buscada es una cielolde. 


505, Sean w, y 1, las aceleraciones (positiva y negativa) ; s, y s, los 
recorridos, 1,» l, los tiempos, », la velocidad al final del período de acelera- 
ción, 0, = 0 la velocidad final ; se tiene : 


(22 y, 


w 
Wes 


WY=O0L, 5 =iw0bi 


0y=0w04—W=0, sols =00dk— 10h 


y sustituyendo l, = > b: 
I—5 = Wet 
El tiempo total invertido es. pues. 


T=t E 


Su mínimo cumplirá la condición : 


o sea 


51187 = 033101, 


Finalmente, resulta : 


== wit, = y 205, = 


506. La ecuación del movimiento es: 


d d 
FRI o. Do =—g—k0 


que introduciendo en vez de k la velocidad asintótica Y de la caida, teniendo 
en cuenta la resistencia del aire, según la ecuación 


9=kV!, obien k=9V, 
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507. Soluciones 


puede escribirse bajo la forma: 
do dot 5 
o ES 


4) De Ja primera forma se deduce integrando ; 


y » » v Y (e. 
tas [arta Y —arotg qe PA oa 


De aquí e) el tiempo de subida (para v = 0) 
en Me De 
T= y artgz. 
De la ceuación de f se deduce, despejando v: 


Do cos 9t/V — VsengiV de 
decos gt1V — V sen gt V 


Y gi ae ghv => 


ys t nm 
y tm cos $ sen e) 
E) De la segunda forma de la ecuación del movimiento sale : 
Y Y bos 
23M 


y d) la altura de subida (v= 0): 


e integrando de nuev: 


Di 
y 


Se 
Us zz In (1 + 


507. De la ceuación del movimiento : 


do 1dor A 
aid =9-1o 
se obtiene et + 
$3 p_dor ys 
liar =—3m (1-5) 106, 


De aquí se deduce para x = A, p =>, y utilizando la solución del problema 
anterior, se tiene 


ve 1 vi 
1 E A PE TA 
PA o 


de donde resulta, inmediatamente, 7, < 0 
De la ecuación que da x se deduce, además : 


po Vie 


y de aquí 
y de 1f y 
>= — a a va 
1 Sl hm Y) VEAIS y are cos bip 279, 
por lo tanto, el tiempo de caída (x= M): 


Tr= z are cos hip e2/P", 


Soluciones 508. 


Para comparar este valor con el de 7 (problema 508) supongamos que 
T se caleula por medio de la ecuación que da x suprimiendo el término 


Da 
y sen 47; entonces se tiene 

T< 7 are cos estr. 
por tanto, evidentemente T'< Ty. 


508. De la ecuación del movimiento : 
+4 21+4=0 


se deduce el valor 4, de 2 correspondiente al caso límite, de la ecuación 
U=x=ns=0 


Sij¿<ase Andes oscilaciones (caso 1) y si 2 > 7 movimientos aperió- 
dicos (caso 11). 
En el primer caso, la solución es; 


z=ae"kM cos (yt —a), 


Y VII Pan, 
por lo tanto, el período será 


en donde 


2. 
1=%E-25 
y siendo a y a constantes de integración. De las condiciones limites resulta: 
ES e 
osa Y 10=>=0,078, 
o sea 
a=10 cm. 
Para la velocidad, se obtiene 
p Se. 31 
dm — VE FP sen vt. 
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509. Soluciones 
Para el caso (II) la solución est 
n= AJO + Ayo, 
Pin =—¿1LVP=5%A, 
Pp =—11435=1,  p, =—8,0655=1, 


y de las condiciones iniciales : 
IE la , 
A 7 pp 52 cm, As A 11,52 cm. 


El movimiento es aperiódico. 


en donde 


esto es: 


Ed=A 
Toms7 
A mt 
e 
IN 


Gp Leroterel] 


El aspecto de los diagramas z-[ y ¿-í puede verse en la figura. En el caso (1) 
Pb de 4 hemos llevado la magnitud 4/4/47 + v* que representa uná lon= 
ud. 


609. La ecuación del movimiento es: 
ib 19 
en que el signo más es para la ida (al separarse del origen) y el menos para 
la vuelta (al acercarse al origen). La solución es : 


ct ll + xo cosxl, 
a) Se producen según esto oscilaciones de frecuencia x y período 
2n 
T= TH =08%s, 

respecto 'a los puntos de referencia O,, O,, O, que están situados alterna- 
tivamente a las distancias + zp = + /9/%* del ejo de las £ (es decir, en las 
líneas que limitan la faja Fayada). 

b) “El cuerpo llega al reposo cuando alcanza con velocidad nula las 
posiciones situadas a las distancias +72 = +fg/x, de los puntos O. 
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Soluciones 510. 


e) La posición final definitiva se alcanzará con aquella oscilación cuya 
máxima amplitud S, caiga por vez primera en esta « faja cerrada », es decir, 
después de /1 semloscilaciones. para las que se verifique la condición 


To —n22p1<2 xx! 


d) El número n de semioscilaciones hasta el reposo viene dudo por et 
mayor número entero contenido en 


ES 
Pára los valores numéricos dados, n= 3. El tiempo que transcurre hasta 
el reposo es 


PS 3 — 0,953 5. 


e) El diagrama de x-f y de v-f puede verse en la figura; en el primero 
SoSw SiS», ..., corresponden a las semioscilaciones sucesivas cuyas amplitu- 
des máximas son 24,, 24y, ... 


510. a) La ecuación del movimiento es: 


1 dez 

» + ke? 24x=0 
en donde al signo + corresponde la ida y el — para la vuelta. La ecuación 
es diferencial lineal en v* y da integrada, entre xo y x (obsérvese que el 
movimiento empieza no por la ída sino por la vuelta) 


p= — ¿vi PAI kx) e 2, 


esta misma ecuación es válida para cada vuelta, es decir, desde 2,, ty, Ya... 
hacia el origen. 

Para la ida, hay que poner — k en logar de + k y por lo tanto para la 
primera ida, es decir, para el 2.* recorrido 


VIT (10) Arm =>, 


y lo mismo para el 4, 0,2... recorridos. 
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511512. Soluciones 


D) Las posiciones sucesivas Tú Xy» 


de inversión del movimiento 
corresponden u los valores de x en que 0 


O. Obsérvese que, por ejemplo, 
para Zo y 2 haciendo y = 0, 


se deduce 
prskipii an, et, 
14 2Kxp 7" 1+2kx1 0 


Si, por lo tanto, se dibuja 
(véase la figura) la curva 


y=2kx—In (1 +2kx) 


Vevando como abscisa la mag- 
nitud kx, cada dos valores 
sucesivos de x= son las abscisas 
correspondientes al mismo va- 
lor de y. De esta curva se de- 
ducen inmediatumente los ya- 
lores sucesivos de kzp kt, 
kx eto, 
€) Para calcular aproxi- 
madamente los puntos de in- 
versión del movimiento puede 
desarrolJarse en seríe la función 
exponencial en y para 2=",, 
-47 45 16 75 — según las potencias ascenden» 
tes de (1—x,) y se tiene: 


142kx—(14+2k20) (1212.42 k3,+24* (224 22) +... 0 
Tomando de dentro del paréntesis solamente los términos hasta de 2.* orden, 


se obtiene, después dle algunas simplificaciones fáciles, x, = —2,. To= 
mando hasta los de 3.+* orden, el resultado es 


—, 1—14kx 
TF Y kz 
y análogamente para los restantes. 


n= 


5l1. Transcurrido el tiempo 7 = ln 77. 


512. El trozo BC = ss del cable toma la forma de una catenaria con 
E EcuOS en C. Por lo tanto, adoptando las notaciones del problema 868 
endremos : 


l=ss+z, 2rm=a+s, a=/1 2=h+40, 
de donde se deduce la longitud UD = x de cable que arrastra por el suelo 
cuya longitud es 
2=14+/h—y2 RF PRA 
EJ globo sufro una aceleración negativa debida a la resistencia del aire 
— kvt y, además, al rozamiento del cable con el suelo — 


+8 
en donde q es el peso de la unidad de longitud de cable y G el peso uel globo 
Incluida la barguilla. 
La aceleración del globo será, pues : 


w=—(ko* + ky) 
y, Como en el problema 508, el recorrido hasta el reposo valdrá : 


E 77 0 (r +£ v3) 


=k, 
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Soluciones 513516. 


y el tiempo necesario para el mismo será : 
2 Y k 
TR arctg (1, Y E : 


513. La aceleración seg 


eje Oy (vertical y hacia arriba) es : 
Wy =p] 9 koseng (9 = ko), 


de donde 
dra 


y Eo, 


dle 

d 1 k 
4 3 krssena 

eo 


Para el punto más alto de la trayectoria es 0, = 0, Juego : 


T=¿t (13 Enosena), 


+ 5B 
BA. 03 =Zagísena + [e0s0) > 
v3= ag (sena -—/c054) + E 


[Llamando », a la velocidad con que el punto llega al extremo de a ; se liene 
vie 03 —2ay (sena + f cosa; 
además, el alcance es 


vi 
(= -sen2a 


finalmenle, 


m3=of 4 2ag(sena — /cosa)j 


515. Una circunferencia que pasa por A, cuyo diámetro es y£%,2c059 
y cuya tangento ch A está inclinada a la derecha el ángulo 9 respecto a la 
horizontal. 
[El recorrido subro la recta inclinada u es: 
e 
s == 27 (sena — / cosa) 


y multiplicando por s, se tiene : 
e 
son n=2E UY —10, 
haciendo z == scosa, y =ssena. Obsérvese que, pura la solución, sólo 
es válido el trozo de circunferencia que está del mismo lado de la vertical 


que la recta inclinada; para la vertical el rozamiento es nulo ; Bor lo tanto, 
el recorrido sobre la vertical, transcurridos f segundos será 912/2.] 


516, Haciendo AB = r, el lugar es : 
et, 


La codi ek 
rm EL ed eos hip e 


In cos hip /Kgiena 
en donde kv es la aceleración (negativa) debida a la resistencia del 
aire y 

e= 4 7senajk. 
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517-518. Soluciones 


517. La aceleración del punto es: 
w= —g(sena + f0050)— ki —(0 ko), 
de donde, haciendo g (sena + /c054) =<, 


y 


para v= Ose tiene: 


3 1 
Ta arte [es . 
Además, de; vdo =wds =--(c + ko) ds: 
se deduce : 
vdo 
2 ko 
E) 
so GE a 


de =— 


y para v =0: 
tm dm (1 Eo). 


518, Para cualquier posición intermedia M en Q, la presión 1) entre el 
punto y su guía es: 


D=Gcosp+ Eros, 
siendo 0» la velocidad angular O de O. La a taugencial es : 
w => gsenp—! R 


y la aceleración angular 


2 E — por 4 L (son p— 10059). 


Como wdo =A(--49) se tiene 
ado = dor = [ro —2 (son p— (cos p) 


La integración de esta ecuación diferencial lineal para 0», da 


$ 2 
wa Ce En 7 y 151 senp + cos p (2/9). 
De p = 73/2, 0) == ( se deduce para la constante € de integración : 
8 


PA 7 
d r(14 415) + 


3, por lo tanto, 


“=- 14m a 18/ sen p + cos (1 — 2/2) — 3/0 (27-17, 


Finalmente, para p = 0: 


A (1—2f — 3/01). 


2gr 
Ya 
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Soluciones 519-521. 


519. Sea v la velocidad a la distancia s del punto de partida; la pre- 
sión valdrá 
D=mvja 


y la ecuación del movimiento según la dirección de la tangente será: 


cuya integral es 


yet, 
Para s =2ax se tiene y = Y. 
Poniendo » = ds/di, resulta 
dl = eds, 


que Integrada, da 


val = Gres 1), 


y Para s == Zax se tienc (= 7, 


620. Dibújense los triángulos simétricos ACB, AC'B, adyacentes a 
TB, cuyos ángulos en A sean a/2, y cn B, f/2. 
Mirando la figura, es evidente que el giro de a 
alrededor de Á lleva el punto Ca la posición C” 
y que el giro subsiguiente $ alrededor de B lleva 
el punto €' a la posición C. Al componer ambos 
giros, C quedará en reposo y será, por lo tanto, 
el polo de giro buscado. Pará hallar el ángulo de 
ro resultante, se construye el triángulo A'BC 
simétrico del A BC. Como el giro alrededor de A 
no influye en la posición de A Z el giro alrede- 
dor de B lleva a A a la posición A”, el ángulo 
buscado valdrá 2 (% — Xx ACB) o simplemente 
-— 2% ACB, puesto que un giro cuyo ángulo 
sea 27 no altera la posición de la figura. 


521, Sean E, y las coordenadas (relativas) de un punto cualquiera de 
la Mgura plana móvil, x, y las coordenadas del mismo punto respecto a 
un sístema de ejes situado en el plano fijo ; se tlenen las ecuaciones : 


a =a(9) + Ecos 9 —9sen9], 
y =5(9) + Esen Y +7 cos $ 


Hallando las derivadas respecto a Y (o 1), sustituyendo en ellas los 
valores de x e y e igualando a cero las expresiones obtenidas, tendremos lag 
ecuaciones que determinan el polo de giro 2p, Up: 


r=a+by=0 os Els 
rara 0: UE pd 


Derlvando nuevamente las ecuaciones x, y, se halla el valor de xo ya (los acen- 
tos significan derivadas respecto a $). ds 
Dado el significado de estas ecuaciones, si se lleva en 2 el vector Dy de 


x 
componentes a”, 0”, y se le hace girar el ángulo 3 en el mismo sentido del 


giro del sistema, se halla P. Y sí se lleva (con d = 0) en 22 el vector To de 
componentes a”, b* su extremo será el polo G de las aceleraciones. 
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522. 524. Sutuciones 


5” 0) derivando x e y dos veces respecto a l, eliminando Ey ». 
JEAN Gndo: a cero las expresiones obtenidas y resolviéndolas en x e y se 
cid ¿(área e, 0 


IS e 


Lg "* Lp 


A E Do 1 Gá + bpdo 


pd J 
como coordenadas del punto (G. Sustituyendo en ellas lg Be”, 
xp=a—b, yo = bh +4, toman la forma: 
Za =p + Encos Bsen B 4 ipcost Bl 
Yu = yr —+p Cost fi 4 ip cos sen 
52%. Llamando x a la distancia a la barra del punto A, tendremos 


sea Derivando esta ecuación dos veces respecto al tlempo y hu- 
ciendo: 


de 
Proa $ e com, 
da Yo plat se tedvce E 
Í mon, pp nr GE 
0-4 e ci, * 
y 
dy we 


x 

v=ctgp=ri=- 0 
y 

e de AE vale o =- 

angular de XT vale 00 e q 

Da =D DD NR 


y del polígono de las aceleraciones (fig. c) se deduce: 


y como la veloct 


y 0, = 6 se Liene: 


ue ac ee 
y => Wan $0 PS og ya 


como antes, 


o 


528, Sc tiene $ =—0, 
L=aAC0OSP, My =i=00SN0Í ws OR 0, 
y=asend, Up =p =-—aocosol, mo - a0tsmp - --0%, 


Del polígono de las velo- 
cidades (fig. D) se deduce: 


Pa=v4 tg p=  aveosat 


Y 
a) t A 

A del polígono de las ace- 
Da lel polígono de las a 
e] fue , Pe tesaciones (tig. c) siendo 

Pra 
de + 
DE E 


4 = 0.8 => 
como antes. 

524, Ll lugar geométrico buscado es wn circulo que pasa 

y cuyo diámetro es D =ajsenó=ay Ta 0/4, siendo = 4 
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Soluciones 525531. 


5 kw a 2 
525. A= rá [Se tione tg 8 = he GR ko p=rw; de 


w do 
donde 4 ==77 =kw*, kdl = zos * integrando : w = ECN de donde 


diferenciando respecto a £ resulta la expresión dada.] 
$26, a) Las velocidades angulares de las barras X e Y son iguales 
a c/2r, [Cada una de ellas gira d p/2, ul girar OM el ángulo 49. 
b) 0y=csenp2, Pg =c cos p2 
[De s= AM =2rc0s 9/2, vi. =—dsidt] 
527. Una parábola para la cual y esla Langente en el vértice y A cl foco» 


528. La dirección de la velocidad de M pasa por el punto más alto de 
la circunferencia y su magnitud es 2ccos Pp. E punto de contacto del 
círculo es el centro instantáneo de rotación del movimiento plano.] 


$529. M está en el segundo punto de intersección de la recta Ak con 
la circunferencia menor. Su velocidad tiene la dirección de Ak y su valor 


es o= eE (. [El punto de contacto de ambos círculos es 


vR + 
polo de giro del movimiento plano del círculo menor, y su velocidad angular 
so) 


580. El punto de intersección O de A B y CD es el polo de giro (o centro 


instantáneo de rotación) del movimiento que. Se debe tener "04 = OE, 
siendo esta última paralela a CB. Se halla 


de donde 


ar+ bs 
AA, y 
av ab(a A 
581. a palo de giro O de la barra A B es el punto de intersección de 


AD con Se traza por O una perpendicular a A £; su pie es el punto 
buscado M. 


Gráficamente, se deduce Dy de DP, por medio de las velocidades giradas o 
también dibujando un polígono de velocidades (fig. b); la aceleración 10yy 
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532—533. Sohtciones 
se obtiene de 17, por medío del poligono de las aceleraciones (fig. c); de Wa 


sale primeramente ig y de ésta, utilizando la semejanza de las series de 
puntos 
(A, M, B)= (Wa, Cu, Wa), 


sale 0, bien entendido que para abreviar w, 17... representan los extremos 
de los vectores correspondientes. 


582. En el punto de intersección O de A D con BE está el polo de giro 
del triángulo rígido A MC. Trazando UC se tiene de | OC cnya magnitud es 


También puede hallarse por medio del poligono de velocidades (tig. 5) 
y Wo, por medio del polígono de las aceleraciones (fig. c) deduciendo en primer 
lugar 4, de Wa, y haciendo después uso de la relación 


LABC=A (Wa, 05, Wo), 


en la que, como antes, se han di tado en el polígono de las aceleraciones 
los extremos de los vectores con las mismas letras ma,... que los propios 
vectores, 


688. Se calcula primero el recorrido s del punto B a partir de su po- 
sición extrema izquierda Bo, y se tiene 


= K1— cos p) + 1(1— cos y). 
Se halla fácilmente: 


ds _ sen (Pp + Y) 


pis 71 cop” 
due _ etrcostop + 1eos* y cos (p 4 Y) 
A T cos" y R 
y se utilizan las rejaciones : 
dp e. dy _ecosp 
is renp=isnws qe Toosp" 
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Soluciones 534—538. 


534. Las curvas de rodadura o trayectorias polares son elipses congruen» 
tes, Cuyo eje mayor es e. Los focos de la elipse fija son C y D ; los de la móvil 
A y B. Las elipses se tocan en el punto O de intersección de ÁD y BC (polo 
de' giro del movimiento plano de AB). 

e—az 


So 


535. 1,=vw 


ar” 


586. Las curvas de rodadura son htpérbolas congruentes cuyos ejes 
reales son iguales a a. Los focos de la bipérbola fija son € y D, los de la 
móvil A y B. Las hipérbolas se tocan en el punto de intersección O de AD) 
y BC (polo de giro del movimiento plano de AB). 


687. Se tiene 


r sen(p — Y) = asen»; 
diferenciando respecto a 1 y poniendo rd p/dt =<, resulta 
e. ecos (P + y) 
di” acos y — reos (p — y) 
y teniendo en cuenta la ecuación anterior 
c(acosp —T) 


NR ETT ETT 


Para cosp=r,ú es 0-0 
z P=0 > Ou =efa—") 
» pm 180% » y — e (a + 1 


Ademas: AB=w=x 17 7 Mm Zarcos Y, 


de acsen 


TT 
El polígono de velocidades puede verse on la figura. 


588. Sea 1 B = 1; las coorde- 
nadas de B respecto a OB como 
eje de las x y la normal en Ó co- 
mo eje de las y, pueden ponerse 
bajo la forma (véase figura) : 


ES cos p + 1[cosyp (= 4) 
y=rsemp—iseny (=0). 


Por lo tanto, las componentes 
de la velocidad son: 


E= —rsenpp—isenyy 
b= rcos p $ —1cos y p 


y según las direcciones de A B y su 
perpendicular, poniendo P+y = X: 


v¿=¿cos y— p sen y = —rsen 2 $, 
Dy = ¿sm + bcosy reos p—1y=0, 
y tendremos 


»¿=—Itgxy=89 E. 
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539—-542, Soluciones 


Haciendo ahora  = const., se tendrá para las componentes de la acele- 
Pc, E =—r cos ppt — 1 eos ya —1 sen y po 
Y =—rsenpp +1sen py? —) cos pi, 
y, por lo tanto, en dirección de £ y y 
10 ¿= ECOS Y — ¡Sen Y = —r cos $ —1 qa, 
ww, = ESE Y + ¡cos y —r son pt —Li. 
De la relación geométrica 


rseny =«aseny 
se vbtiene primeramente diferenciando dos veces respecto a € 
TUS (Pi) = 1 COS Pp) Y TCOSs IP =(a cos p—=r Cos q) y = li, 
esto es py = 0, como se obtuyo anteriormente, Además 


lp 1 99(—sonz— A sengeosy) á 
De la igualdad 1, = v*/q sale inmediatamente el resultado : 
Q=0tw, =iltgz 


530, Se tiene sen p = r/z. Diferenciando con respecto a £ y poniendo 
dpidt=0w, dxjdt = .4, resulta 


E 
añ" 

640. La trayectoria polar fija es el círculo que pasa por los puntos 
A, B, M. La trayectoria móvil es un círculo de radio doble y centro M. 


64l, Se tiene: 


a -— 


Pot oft=atgo 
'oto de giro e 


de donde se deduce que la ecuación de la 
trayectoria polar fija será (eliminando p) 


e=a—a, 


O sea una parábola de vértice B. 
Además, se tiene 


ET EST a 
O E 


de donde 
mi =0* (8 +72), que es la ecuación de la trayectoria móvil. 
Finalmente, las coordenadas (x,y,) de C son : 
21 =AtgP—CSP; Y =cc0sp, 
ayi = (a — y) (e —yi) 
que es la ecuación de la trayectoria de C (una conchoido). 


542, Sea A0=0, % BCD=28, DO 
deduce: 


de donde 


5 del triángulo AOC se 


(2 +€):0 = cos P/2: send, 
y del triángulo ABC $ 5 
ca = cos p/2: send, 
de donde 


2=¿—0). 
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Soluciones 343-544. 


En el triángulo AOD tenemos: 
2 to a 2a 0 cos Y, 
y eliminando z, sale 


para ecuación polar de la trayectoria fija, 
Si BO = Q1 se tiene 


e=0—4, 
además, del triángulo 08€: 
(24 0 pj +0 200, cos Y, 


e 
€ =- (0, —a), como antes, 


y eliminando = 


2ue 
e ale —aos 4, 
ecuación polar de la trayectoria móvil. 


643, Sean D, y 0, las velocidades de los puntos 3 y C; sea, además, 
BO = Qu CO = 0,; tendremos : 


DP, 303 5 405: 00= 01:00 
es decir 


Sean. además, los ángulos 
+ BAD=24, +BCD=23, 35 A0D=y, 
tendremos 
y=ad-ó5  asena=cesens, 
€2 +0 = sen (p + 25): sen 25 
= sen (a + 8):sen2 5. 
Si los cuatro puntos A, 1, C, D, están en una recta, los ángulos a y $ serán 
muy pequeños ; las ecuaciones anteriores se transforman en: 
ar=có,  ajg=c/a, 
pri07(a+5):29=(04 0):2a, 
y. por lo tanto, 
E SL 
CT 2e 
544. ABCF es un cuadrilátero articulado cón los puntos fijos FT y A; 
por lo tanto O (véase figura) será el polo de giro de BC con cuyos extremos 
está rígidamente unido D. Trazando AG|| BD hasta su intersección en 
G con OD y tomando A B como magnitud representativa de la velocidad 
va de B; GD será la magnitud de la velocidad 0, de D; puesto que 


¡D=H0:DO. 


Pa:0p = AB 
Trazando finalmente 


HEJKE y GHIDE 


el segmento AE es la magnitud de la velocidad vs de E y, por tanto, del 
émbolo X. En efecto, las rectas GD y HE se cortarán en el polo de giro 
O, de ED y se tendrá 


tp: =GD:HE=D0O,: 
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544, Soluciones 


La variación de la vetocidad vs 2 lo largo de la carrera del émbolo está 
representada en la figura inferior en forma de curva de las vs-x. 
- Para determinar la aceleración 97 se halla primeramente la aceleración 
Wo en el paralelogramo 4B.CF, puesto que ¿0 es conocida y puede repre- 
sentarse por el segmento BA. De esta manera pudrá conocerse también la 
aceleracion wp de D, puesto que BCD 
ss un triángulo rígido; Después, haciendo 
A Uso de cualquiera de los métodos cono- 
8 cidos, se hallará el centro de curvatura K 
! de la trayectoria de D; por ejemplo: 
, 
; 


4 


mo L/ hi 
de 0) y w? sale KD=q= wi: Final- 


mente, obsérvese que K.D.EG púede con- 
sidorarse como un mecanismo de blela 


¿ y 'anivela, en el cual puede deducirse 
y Y og de 9, con toda facilidad, 

Y La variación de la aceleración por 
0 una vuelta completa de la manivela está 


representada en la figura por la curva 
de las Waz. 


Soluciones ddo— 553. 


545. Se trazan los triángulos esféricos simétricos ACB, AC'B, adya 
centes a AB, siendo el ángulo en A, a/2 y en B el f/2. De la figura se deduce 
evidentemente que el giro a alrededor de OA 
lleva el punto € a la posición C' y que el 
giro f alrededor de OB lleva a C” otra vez 
a la primitiva posición C. Al hacer la com- 
posición, quedará C en reposo y. por lo 
tanto, OC será el eje de rotación” buscado. 

Para hallar el ángulo de la rotación re- 
sultante se construye sobre el lado BC el 
triángulo ABC simétrico del A BC. El giro 
alrededor de OA no influye en la posición 
de A y el giro alrededor de OB lleva A ala 
posición A”; luego el ángulo buscudo valdrá 
2(1— + AC B)o sencillamente --2< ACB, 
puesto que un giro de valor 27 no altera la 
posición de un cuerpo. 


548. Considércse un punto cualquiera 4 del cuerpo en la figura ad- 
Junta que representa una proyección horizontal en la cual las rectis 
91 Y 9 Se proyectan por los respectivos pun- 
tos, La primera semivucita alrededor de y, 4' 
lleva al punto A a la posición A“; la segun= 
da, alrededor de g,, lo lleva a A” y eviden- » 
temente AA” es paralela a la más corta dis- 9% Y) 
tancia entro las dos rectas y su longitud es el g 
doble de esta distancia. 


547. La demostración es análoga a la del problema 540, 


548. Sea PQ la mínima distancia entre Y, y Je 
sea 9í ua paralela a 9, pasando por Q. Una sente 
vuelta alrededor de y, seguida de olra alrededor 
de gí da una traslación cuya magnitud es 2 PQ 
(segítn el problema 548). Por otra parte: una semi- 
vuclta alrededor de gí seguida de otra alrededor de g, 
da un giro de úngulo % 2 (9,91). Como las dos semi- 
vueltas alrededor de 9; no Inftuyen para nada, 
queda demostrado el resultado. 


549. Un giro de 120” alrededor de ta diagonal EF. 


560. Un movimiento helicoidal cuyo eje pase por cl centro del cubo 
y sea paralelo a BA”, tal que la traslación del movimiento helicoidal ha de 
ser igual a la arista del cubo y el giro igual a 90% 


551. Una semivuelta alrededor de un eje que pase por el centro del 
cuadrado y sea paralelo a AX. 


552, Una semivuelta alrededor de un eje que pase por el centro del 
triángulo y sea paralelo a BC. 


558. Se escoje un sistema de ejes coordenados xp: tal como indican 
las figuras. 


4 
Z 


£ e 
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5564 —505. Soluciones 


Trazando en O un sistema análogo de ejes coordenados, y Lomando en él: 
O0a+AA”. 0Odb+ BS, 00eCC; 
los puntos a, b, e tienen las coordenadas 


s1233, 


pee h=82, 


1,0 Ml —s, 


lo =—3 132 uso, 
KEI plano «br tiene como ecuación : 
1v13+y—213 6450, 


y la perpendicular OP sobre este plano trazada por O es la traslación 
buscada. 
1=0P=s, TO ' 
El punto P tiene las coordenadas : 
E=—51310, 9 =—810, ¿=s1 610, 


La ecuación del plano normal a la recta de unión de P con a, trazado por el 
punto medio de AZ” es: 


Ey 3Br + 18y + 7632752 =0; 


y trazando igualmente por el punto medio de BE" un plano normal a la 
recta de unión de P con b, su ecuación es : 


V3x-—9y —3 67 1952 =0, 


Estos dos planos pasan por el eje central buscado. Su intersección tiene 
por ecuaciones 


loz v24z=31/6s/20, 


a +yvi=3135s/5, 
que son las de dicho eje. 
nado por ese eje, dos planos que pasen por B y B", sus ecuaciones 
serán 
34b124+3y2y 44313 y29=0, 


1My6r—9y2y +8432=0, 


ángulo p de estos dos planos viene dado por 

cos p = 2/3. 
y es el ángulo de giro del movimiento helicoidal que se busca. 
664. 2=rWL(tg0 —1g0,). 


BBb. rr, =—(c/0)t, 


Soluciones 556—558. 


556. Sea O el punto de inLersección del eje de la rueda con el plano 
horizontal ; OC será el eje instantáneo de rotación de la rueda. El centro 


+ 
ES EN 


T sena” 


lar alrededor del eje instantáneo es  = E] de donde se deduce para 


las velocidades de los puntos del contorno : 


M de la misma tiene una velocidad Dyy 


] 


costa 


47 
Da = 20y = — ina” 


0 y PATO = E etga YT corra, 


557. La gencratriz de contacto es 
el eje instantáneo de rotación. El movi- 
miento del cono alrededor de ella puede 
representarse por la velocidad angular 
alrededor de la normal al plano 3 por la 
velocidad angular » alrededor del eje de 
figura. Según la figura, tendremos * 


=puctga, Y =o/cosu, 4=2x 


558. Primeramente se dibujan las proyecciones horizontal y vertical 
del mecanismo suponiendo gue la trayectoria circular de A es paralela al 
plano vertical, se el plano de la trayectoria de B y B, es el plano ho- 
rizontal (véaso la figura). Este pe va a ser también el plano de las imá- 
genes en la representación de Mayer-Misos (véase problema 292) y el círculo 

e diámetro 443, será el círculo fundamental de la representación. El punto 
C' se halla rebatiendo el triángulo 4 0'C en [AJOT[C] siendo [CJO” 1, (4J0". 
Como se trata de un movimiento alrededor del punto fijo O fmovimiento 
esférico) las velocidades de todos los puntos son perpendiculares al vector 
de giro 0; por lo tanto, su antipolo e,, será el punto de intersección de las 
imágenes de las velocidades de los pares de puntos del sistema. La velocidad 
D4 de A aparece en la proyección vertical ví en verdadera magnitud, mien- 
tras su proyección horizontal ves paralela al oje Oy. La imagen of de Va 
so obtiene trazando (Ta [| ví y N ví por Ta. La imagen vj de Da pasa 
por O”. Ambas se cortan en el antipolo €,, de (0*. La propla v* pasa por el 
antipolo e, de v4 (€4f 1 1T4) y es perpendicular a vf puesto que el anti- 
polo de vá es normal a of y está en el infinito. co* cs la antipolar de 
£,, respecto al círculo fundamental. 
Además, se tiene 


By = Da + Daz; 
la velocidad relativa ¿2 es norma] al plano que pasa por A y B y es paralela 
a w; por lo tanto, su imagen es normal a la traza de este plano, se obtiene 


uniendo las trazas 94 y ga de las paralelas a 1 trazadas por A y B. 

SL en el plano de las imágenes de las velocidades (en el que hay que su 
Poper dada bg == 04) hacemos que sea ab | gags, el punto b determinará 
la imagen de la velocidad og de B y comó 


Aabe LA gagago 


tendremos también la imagen v3. Las imágenes de todas las velocidades 
deben pasar por el antipolo e, y f Tc a la dirección de la proyección verti- 
cal vé. La vg determina Ja tangente de la trayectoria de € (que es una 
curva esférica). 


- 211 — 


558. Soluciones 


Como va es el momento do % y 04, —v,será la velocidad relativa que 
recibe O por la acción de % alrededor de un eje que pasa por A. 


Haciendo uso de la construcción indicada en el problema 295, se llevará 
en O el segmento — bj = — pj, por su extremo se trazará una perpendi- 
cular a € 9a, y la intersección de esta recta con B'"B( nos dará el extremo 


e» de la proyección horizontal de 2, 


—2m— 


Soluciones 559-—564. 


559. El tiempo que tarda la luz en ir desde A al espejo B es 


h= 4 de donde l, = 


pe 


de donde 
205 
t=ho a 


560. Esta condición es satisfecha por dos puntos, para los cuales 


+a 


DA =0B=VY ye 
Para que estos puntos del contorno del círculo menor existan realmente 
es precisa que la ruíz sea real. La velocidad es paralcla a 00, y su valor es 


e=iT(o 70) — do 
561. Adoptando las notaciones de la figura, se tiene 
rsena + asen 
Epi E, 
de donde, diferenciando y teniendo en cuenta que á = 0, $ =w y 
Reosp = reusa + acosf, 
2arcos ($ —4)= Ri—at—r, 
502, El disco III gira instantáneamente alrededor del e, d. £. $ del 
triánguto 4 BC. El lugar buscado es un círculo de diámetro 13. 
568. 0, =3 (0,—0) 
LQ=+0, 


resulta 


564. Selleva Xd =0 4, 
; el punto O, de 
intersección de ab con AB 
es el polo de giro absoluto 


de las ruedas (2) y (3). Cc 
== Do es la lolas de € 


Y "7 ln semejanza de los 
triángulos. Dbe y Eba_se 


deduec Dc: Db= Fa: Eb. 

de donde: 
(ratos — 1101) 

=[( + 19) 04 — 10 


fe +13) 
A 


y además, como F; 4 F, + f, 
=n: 


fifa 


(14h 
(122 


ro 
or Eho 

Poligono 
del número Y ¡Ls 


La misma coulalón es vá e 


tida sustituyendo «+ por m. 


— 23 
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565—570. Soluciones 


Cuando la rueda interior (1) está en reposo, es decir «, = 0, se tiene 


A 
a=(1+ ES 
$ con la manivela en reposo (0% = 0) 
Fifa 
0 =— 7 
anda por un punto N paralelas a Ash, Aa, AuC, Oya, los segmentos 
que cortan sobre una recta g y que son 01, Ok, 01, 02 son proporcionales 


al número de vueltas de (1), (4), (4) y (2) (polígono del número de vueltas 
de Kutzbach). 


5865. 


en donde 
sena  senf sen 


ka O É, 0nz 


m n P 


Considérese ( como el e. d, g. de A, B, €, haciendo uctuar en estos puntos 
(a, 0 como sí fuesen pesos. FHállense los momentos de esos pesos res- 

pecto a 04 y tendremos 

wyPp sen f = t1,n sen y, 


cp y wm 
seny senf sena” 


de donde 


Además, 
0 y y 0 + 0, 
566, na rotación con la velocidad angular 2 =w¿+ 03 +w]= 


«= uy y/ 14 alrededor de un eje que pasa por el mismo punto y que forma 
con los tros ejes dados los ángulos : 


cosa, =1 y 1, cos4,=2 14, cosú,= 3, YA, 


ot] 014 05 

7 = 40, + DO 00 

[Los giras y traslaciones relativos a los ejes x, y, = son 
4=0, 717=0 

Y, =Oy T,=300 

0=0, 1=0d0,+00, 


y se tiene 
(7 =(0,T, + yt, + (0:t4) 
588. El movimiento resultante es una rotación de velocidad angutar 


e 
yu eje está u la iaquierda del dado 03,. es paralelo a él y dista a 2. 
, 


569, 1 = 04, 0, = — (04 1,2; 7 = 400, ; perpendicular al plano de la 
figura, hacia abajo 


570. El eje helicoidal quedará paralelo al anterior, levantándose 
1 >= 
perpendicularmente al plano de la figura, a una distancia ] senp. El 


movimiento helicoidal tiene la misma velocidad angular “0, pero su 
ión será Y +7, cos p. 


274 — 


Soluciones 571577. 


571. Un movimiento helicvidal alrededor de la diagonal A B con una 
velocidad de traslación 2 4/37 y una velocidad angular 2 43 0, 


572, El segundo movimienLo componente es helicoidal con la velocidad 
de traslación y7 74 y la angular 47 0,3. Su eje está detrás del plano 
dle la figura, paralelo a él y u una distancia 247 2. La inclinación a. del 
eje resultante respecto al de cu, está dada por sena =y/21'14; la inclina- 
ción respecto a “0, es 60% mayor. La proyección del eje sobre el plano 
de la figura, pasa por O. (Hállese primeramente la velocidad de traslación 
resultante y, de 7 y — 7,, que vale 4/7 1/2 y cuya inclinación respecto a 
Testá dada por: senp = 3 y 21'14: hállese del mismo modo la velocidad 
angular resultante (w, de (o y :- 0, que vale y 7 0/3 y su inclinación res- 
pecto a tu que es sen y = 1 21/14; finalmente. compónganse 7, y w, en 


un movimiento helicoidal; su inclinación vonará dada por: cos (oy) 
a 1/2, 


573. El lor facil resultante es helicoidal con la velocidad de tras- 
tdo Y LEA e pala o Es Tora El Jerremliante A 
2 y5 + 4 cosa * 
os paralelo ul plano 4,4); está situado detrás de él a Ja distancia ¡E 
: 
3 sena 
Picasa Y Sorta a la mormal al plano trazada por O, Sus ángulos con 
Ay Ay vienen dudos por: 


en a 


2 sena 
- Losa” 


Am 


WIAA) =3> 


574. o =v. ¡Comuníquese a ambos cuerpos y al plano la velocidad 
» hacia de izquierda.) 


BE, Dm 2 + G ib 1) vy [Comuniquese a los tres buques la ve- 
locidad — 07.) 


676. Para que la velocidad abso-  _ _—N«—]á5 
huta 1 sea la menor posible, colóquese "> 

Pg en la diagonal entre dos uutomó- 
viles y hágase 11 L 0y. Se tiene en 


tonces (véase la figura) 


u= V send, 1 c/cosu, 


sená = biy ai 5%, 
cosa = aya 


y el tiempo buscado s 


Tiempo = mino _ 1 _e 1 b 
1emPo = Velocidad * 1 Y sená cosa — al 
577. Siendo w la velocidad dei viento y a su inclinación respecto a AB, 
la velocidad absoluta del globo, a sea su velocidad con respectó al suelo, 
será »; =c«cosf +iwcosna a la ida y v,=ccosf —iweosá a la vuelta. 
Considerando, además. las ccnaciones 
wsena=esenf, 


— mbr = Peas 


—215= 


578—581L. Sutuciones 


se obtiene s(h-t) 
<= Ttkeos fir 
s 
A 0 TARA, 


t 
ta (98 ¿> 


578. Ses DB =0C=0 la velocidad propia del globo; AD =w 
velocidad del viento, b y 0, serán las velocidudes absolutas de aquí 
a la ida y a la vuelta en una dirección determinada. Sean t, y £, los tiempos 
respectivos. El globo se aleja a la distancia 7 de O en la divección AB y 
se Liene 


t=h+ta T=vt= Daly 


Aplicand 
cunterenci 


el teorema de das secantes en la cir- 
podcemos escribir 


PD += (e + 10) (e —w) 


y 
Pie 24 ESTA 
¿liminando entro todas estas ecuaciónes 
Dis Pos las Lo, tendremos 


Ara (02 107 sep) = (0 — 163) 


que es la ecuación polar del lugar geoméLrico que se busca. Este lugar es 
una elipse de centro O cuyos semiejes son : 


Lor s 
[ a —— em ha dirección de 1, 


t 


Adoptando las notaciones del problema anterior, tendremos para 
las velocidades a la ida y a la vuelta, con respecto al suelo 


Pra Ms O — TEE 
La igualdad de tiempos. sin viento y con él, da la relación : 


0% normal a 


E L 
ET 
de donde resulta : 
AAA EA 
ACA) Dor sento” 


580, Comunicando a ambos cuerpos una misma velocidad de trasla- 
ción » dirigida Incla ta izquterda, el cuerpo A 8 CD queda enrepuso, el tri. 
neo bajará la pendiente $ y subirá la rampa, y cu el punto más bajo E su 


velocidad será: AA. 
por lo tanto subirá hasta una altura A, o sea hasta la cumbre, 


581. Tomando Á como origen de ejes coordonados, Ax horizontal 
hacia la derecha y Á y vertical hacin abajo. la velocidad relativa del punto 
será 19 =< "2 y y las componentes de la velocidad absoluta 

D=i=0 + 0g 0054, 

0, = Y = Pg Sen a, 


ia ÑÁ 


Soluciones 582—58t. 


de donde 
1 
nao *otrudy. 


'n, obtendremos la ecuación de la trayectoria abso- 


Integrando est 
Inta del punto 


(E sen a — y cos a): = to y 


Esta ecuación corresponde a 
es horizontal, 
La velocidad «absoluta del punto cs para y = h:; 


1 c+ 29h — 20 y 2Zgheos u 
y forma con la horizontal que pasa por C el ángulo «, para el cual se tiene 


e 
EE TT 


582. La aceleración relativa del punto respecto al plano inclinado es 


'a parábola de eje vertical cuya tangente en 


», 
cea 


we = y (son a— [eos a) == const. 
siendo / el coeficiente de rozamiento ; la velocidad relativa es 
vo = 9 (sena —-/ cos a)t. 


Tomando A como origen de dos ejes coordenadas (en reposo), A z horizonta) 
hacia la derecha y A y vertical hacia abajo, las componentes de la velocidad 
absoluta según ae y son; 


dy == 0, + pp COS A, 
rra y 
y además (teniendo en cuenta las condiciones iniciales): 
E = (10, + y cos a (sen a —/ cos a)) 8/2, 


Y = y sena (sen a — feos a) 1/2, 
de donde la ecuación de la trayectoria absoluta es ; 
EY [ctg a + ren a (sen a [vos 5) 
La trayectoria absoluta es una recta que pasa por A. La aceleración ah- 
soluta del punto es : 


e=V a+ wH + 200,09 Cos a 
y la velocidad con que llega a lu horizontal que pasa por C es: 


a 
“Y sena (sena —/cos a)" 

588. La tiza describe en la pizarra uma recta horizontal con velocidad 
constante £. 

584, Una cicloide enyo círculo generador liene wn radio a — ru,je 
y cuyo centro se mueve con velocidad n, sobre la recta Ox. [Un punto de 
OM €s centro instantáneo de rutación ste punto es el contacto con la recta 
sobre la cual rueda el círculo. Para dicho punto se tiene 


ose =ajr 
de donde se deduce el valor de a.) 


—iNM— 


PS—586. Soluciones 
586. Las componentes de la aceleración relativa son: 


es devez 
EPS 


e dv 
mer = E sen p = er 


de donde se deducen las componentes de la velocidad relativa que son: 


Wax = 105 + 


de 


[ooo= art hesenp =p» 


dy 
hay que observar, que: 
de £ 
cr y portanto  1=24 
Finalmente 
l 7 wr . e 
qm Orcos = Go Y? Feos Y, 
y=rsenp 
y ¿liminando y se obtiene la ecuación de la trayectoria relativa del punto 


HA E 
== ye aresent) yA. 


5868. Adoptando las notaciones de la figura, se deduce inmediatamente 
del triángulo de velocidades en M, : 


D= 0/08 P, V,=D + DA 


0 mM 


Mts) 


a 


sh 


La aceleración se deduce de la ecuación vectorial 


la = Do + 1, + We, 
en donde; 


1. = 2090 = 210 
y de la figura 


tn 
CA A 1 2 
0d Eo RC 
por lo tanto 
a mento w vip 
" sen Y cos p ateos” coso a 


como en 487, 
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Soluciones 587-—588. 


587. Adoptando las notaciones de la figura, se tiene: 
Y, w, velocidad y aceleración absolutas, 
Da W, velocidad y aceleración relativas, 


pi ue d 
de= VETO o 2005 10, = Saro? velocidad y acelóración del 


sistema 
10, = 2,0, «celeración complementaria o de Coriolis 


Del triángulo de velocidades _ 


D=0 +0 
se deduce: 


nes 
m=owt49=3Y io 


y de la relación correspondiente para las aceleraciones: 
1 =0, +0 
resulta : 


PEE 


2a sent y 
comp + ] 


al 


como en el problema 483. 


588. Adoptando las notaciones del problema 489 y de la figura adjunta. 
se ha de considerar el movimiento de M sobre y como felativo, y sobre h 
como absoluto. Primeramente tendremos : 


e a—ccos p 
seno” sen p 
Como el movimiento de arrastre de M es circular, se tendrá 


"n= atgp— ”= 


»,=r60 ycomo D=2+D, 


«quedan determinadas », y Da» Por ser cos Y =0/T, sen y = 8,'r, resulta; 
sw _acosp—e 


—21M— 


89. Soluciones 


10 en el problema 489, — Además, siendo 


EA 


10, = 10, , =22,0 


resulta del polígono de aceleraciones (véase la figura) 
sen Y = 20,0 + 0,cos (P + Y), 


29 cos 9—e(l + co), 
sent p 


10, = 19, cos p —uw, sen (9 «+ y)» LE a 8 e 


como en el 489, 
589. Adoptando las notaciones del proble 475 y la figura adjunta se 
ene : 


ds" 


m- 


e =rw, 
POL 
A a a 
= 240 = const, 
Y) = 0, Sen y = 2a sen pa 
<y TT, 


Y como 
we = 20,0 = 4a sen por. 
W, == Pt, 
se deduce 
A dai 
De 00 da 
y 


We = 10, = a COS P — 11, = 460? 008 p — 2Q0)* cos y 
= 240% cos y = rut, 


es decir, dirigida hacia O como en el problema 475. El polígono de las ace- 
Jeraciónes representado en la figura tiene una escala 192 10 
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Soluciones 590—591. 


590, Ecuación de la trayectoria absoluta : 
atar IP 
Velocidad relativa al salir del tubo: 
ve =aw0y 32, 
Velocidad absoluta al salir del tubo; 
la = 0 y 72. 
Presión de la bolita sobre el tubo (M = Masa) 
Mu, = My IF 0, 
Las ecuaciones del movimiento son ; 
Foro  w=w=200. 
De la primera se deduce, teniendo en cuenta las condiciones iniciales 


r 5 (021 4 0791)  Zcos hip wo 


y huciendo : 
VAR —Aa? = asen dip 01 
y 04 == 4, la ecuación anterior para la trayectoria absoluta. Además 


e - + Pen ipat= y 1502], 


601. No existiendo aceleración comunicada (o absoluta) y prescindiendo 

del peso, tendremos ANARS 
Da = 1, — 0, — 0, 

es decir, que la aceleración relativa 1vg tiene tres componentes : 

1, La aceleración de enlace io, = /2/M causada por ir guiado el punto 
en el tubo circular, siendo D la presión de la guía y M la masa de la bolita. 

2. La aceleración negativa de arrastre — pto, dirigida de O 
hacia fuera. 3 

3. La aceleración negativa complementaria (de Cortolis): —4, = 2040 
también hacia fuera, 

La trayectoria relativa es el circulo del tubo, ta componente tangencial 
de we será, pues, 


ñ dvp 
== > --pusen o, 


y la normal 


mi —vg/r= 0,2040 — pl* cos p. 


De Ñ 
vedva = 109ds, 
e=2rc0sp, ds =rd(2p) 


se deduce teniendo en cuenta la po- 
sición ínicial M, 


bg = ro y Ecos ap 
y para la posición M; 


p=0  vai=rwy2 


— Bl — 


592 —59, Soluciones 


En esta posición la velocidad del sistema es 
Day = 210, 
y, por tanto, la velocidad absoluta del punto 
Do = 09, >=" 0 (24 y 2. 
De la ecuación para 12 se deduce finalmente la reacción de la guía 
D= Mu, =2Mrw* 300 p —1 4 y/Zoos 27) 
y en la posición M, _ 
D,=2Mr0r12 + y2 
592, Resolución anóloga a la del problema 691. Se tiene, pues, 
10, == D/M,-- 9, = 16% en la dirección de OM hacia el exterior, 
w, = 2490 en la normal x a la espiral en el punto M hacia fuera. 
Las dos componentes de la aceleración relativa Mg son ; 
en la tangente a la espiral 
Wwe =rutsena, 
en la normal a la espiral 
wo =wWo/0 = 10, — 20gt4 —rWt cos a 
en donde u es el ángulo entre x y la normal a la espiral. De 
vadVo =weds 
se deduet, puesto que ds =dr/sen a; 
vadVO = Wrdr, 
y (teniendo en cuenta la condición inicial 7 
1 =oyA—A, 


a, Vo = 0): 


De la ecuación de 199 se deduce, siendo el radio de curvatura de la espiral 
e=ricosa y  lga=m, 
la reacción de la guía as 4 
e, = =£ ¡Tb 
D= Mw, Mor|(2r laa +2 Vr 3). 

598, La truyectoria polar es el ingar geométrico de los polos relativos 
de giro de ambos sistemas planos. El lugar de los polos de giro, en el disco, 
es un círculo de radio c/ y centro O; el lugar de los polos de giro en el 
papel es una recta paralela a e, a la distancia c/w por debajo de Ó. 

594, Para un punto cualquiera A de coordenadas x, y respecto al 
sistema de ejes coordenados Ox y, la velocidad relativa va de A es: 


ve 
y sus componentes según x e y: 
Dex =C+ TUS P=c + yor 
Doy = — TW COS p =—20, 
La aceleración relativa wy de Á se deduce de 
We =D, — 1, — lo, 
en donde 
ur =0 
rot hacia fuera 
2pg0 girada 90? en sentido contrario a w, respectu a de 


== 


Soluciones 505 —596. 


Las componentes de wo según x e y son: 
w0r 
109; 


de donde 
A A 2ey 
mea yl. 


Si se hace 


eu, se tiene 
wm AG, 


esto es, la aceleración relativa wg 
para tudos los puntos A del disco, 
pasa por el punto fijo G y es pro: 
porcional a 2 

La siguificución de este resulta- 
do se aclara, teniendo en cuenta 
que 4G es el polo de las acelera- 
ciones del tipos relutivo del 
papel respecto al di 
el punto (en O a 


leración relativa nula, 709 = 0, y el que estara, pues, caracterizado por ser 


m.=—W, 
haltándose, por lo tanto, en el eje Oy, y cumpliendo la condición 
2 (c+ y0) 0=y0ot 
de donde 
es decir, en G. Sl 
$596. La velocidad relativa 09 del punto A se compone: de su velocidad 


absoluta Ya y de la velocidad negutiva y, del punto de / situado inmediata- 
meute debajo de A ; es decir 


y=—2ejw 


Pa =D — 1, = 40,00, = 000, 
estuudo dirigida de A hacia abajo 
La aceleración relativa me tiene como componentes : 


w9 = 10, — 10, — 
en donde 


Da = 0602, dirección Á0z. 
—W, = 40, dirección AD¿, 
—h, = 279001, dirección A0,, 
de donde resulta: _ a 
; W9=7aw3, dirección LO). 
596. La velocidad absoluta del punto M es: 


De = de + 09, 


siendo : 0, = aty 1 2 y normal a ÓM, la vetocidud del sistema, y 09 


en dirección de A, la velocidud relativa. De ello se deduce : 


an 

=S EVER 

De=37 187 4741, 
D, + vesen 430 


coa AT 


up= 


283 — 


597—598. Soluciones 


La aceleración absoluta del punto M es; 
Ma = 109 — 10, + ¡0% 
siendo 10, = ay 2 en dirección de ALO, wy= 0 (ya que el movimiento 


de Al sobre 4 B es uniforme) y 1, = 2rgw en la dirección AC. De aquí 
resulta : 


We 


aa 
2 


+27 71 
gp=221 1. 


597. La accloración relativa del punto es: 


w= .— me - 


ne del peso G del punto y la de enlace, 
—uo, es Igual a ru? y está dirigida 
r y -—0w, es igual a 20919, normal 


dee S 
Wo om 9 sen gy ro 


y siendo 
dp 
=p 700: 
dr 
di 901 ra, 


La integración de usta ecuación diferencial da (puesto que wt= q) 
Te 5 (4 —.e-*-—2seng) 


como ecuación de la trayectoria absoluta, y 


— 20057) 


para la velocidad relativa. La suma de las fuerzas según lá dirección de 
la normal a la recta es 


D Mm, =Gcos y, 
de donde sale la reacción de la guía 


DP 
D= Gl2c0sq — 


1 relativa del punto es: 


598. La acelera 
Day De 1 — —D.. 

La aceleración absoluta 1, es la de la gravedad ; w; = D'M procede de la 

presión horizontal D del plano sobre el punto ; —w, vale yu, y está 

dirigida hacia fuera; we vale 20pw y es perpendicular al plano, siendo 


»g la proyección de la velocidad relativa vo sobre el plano horizontal Oyz; 
se Lendrá, pues : 


10 = 210. 


De aquí se deducen las ecuaciones del movimiento relativo del punto en 
el plano que gira: 


i=9 =yo", 
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Soluciones 599. 


de donde, teniendo en cuenta el estado inicial 
Voy =9l, voy dV9y=yudy 


y de aquí 
ve == Hypo 
además E A Al 
dy 
=598, d= —W 
Ae al 108 + yin 
wislily+riyimno-c 


Del yo +y 
y ln ecuación de la trayectoria retativa es: 
veo VETE =w y > y Ó 
Si se pone p = (1 t, siendo p el ángulo de giro del plano, se obtiene para 
la proyeución de la trayectoria absoluta sobre el plano horizontal que pasa. 
par 0, en coordenadas polares, r, P (y = 1) 
WÍ == y0--1 07 po. 


Además, la velocidad relativa es 


VO = Vox + Pos 
y la velocidad absoluta 


- e yor 


DS 0 gr 2 to, 
Finalmente, la presión del pluno inclinado 
D=Mu,= Mw, =2 M0) =2M04 0] + 70%, 
siendo Al la masa del punto. 
590, La aceleración relativa 70g del pu 


:o M respecto al plano que gira 
es 


(09 = Wa — 0, — 0, — ¡go 
La aceleración absoluta ww, es la aceleración q do la gravedad ; 19, se compone 
de D/M normal al plano y de la tensión S:3£ en la dirección MO; —=1n, 
vale y «> y tiene la dirección de y hacia afuera ; 10 == 2u300 es perpendica- 


lar al plano Oxy; vo = vgeos y es la proyección de la velocidad relativa 
del péndulo sobre la dirección de y. Tendremos. pues ; En primer Jugar 
DM =0, = 20400 cos P. 
La aceleración tangencial del movimiento relativo es 
dos de 
ee e 
de donde, multiplicando por d9 e integrando, resulta : 


= [0 sen p cos 9 — y sen y, 


2 + y 
A) == orseno eos o + Cc. 


La constante de integración C se determina por la cond: 


nif=a09=0 
Por lo tanto, la velovidad relativa del péndulo será 


vo =Eorsentp + 2gleosp + Ch 
y la presión de la reacción del plano 
D= Mw, = 2 Mvg cos p. 
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600—60%. Soluciones 


La aceleración normal del movimiento relativo es 


(m_vz 5 Lo 
e ei 310? sent p— g cos P, 


de donde la tracción del hilo del péndulo: 
S=M (lor sento + 39008 9 + Cl). 


$00, La velocidad relativa es: 
de —T 


Sus componentes, según los tres ejes 2, y, = son: 


vox =—00, Yy=ao—v yl, mi=0y de. 
La aceleración relativa es 


E A 


en donde 
> 2009 y 0=V oz dl vhy 
Sus componentes según los tres ejes son ; 
War = 407002, yy =—a 0%, 009=0, 


$61. Se obtiene el movimiento relativo instantáneo del segundo cuerpo, 
eumponiendo st movimiento helicoidal c,, tu, con el giro opuesto a 
alrededor del eje. 4. Fl movimiento relativo es helicoidal con una velocidad 
angular 


emir al 
y una velocidad de trastución 


a 
com ole +00). 


El eje central € de este movimiento helicoidal relativo corta normalmente 
ul segmento a y lo divide según la relación 


4103 — 2,0, 
aa Tao, 


Sus inclinaciones son 


cos(CA)=%, cos(0B)=—%. 


a, 


we 


802, K 28,64 kg, | De Ko=2:75k = a! 


$03, N=300C. V, [N = 1000 Gh/75 = 9000-2,5/75]. 


é 19 656 000 kg.-36 m- 
60%, 7 =06 [ve 71-20-75 kms l. 


50 
605. Q=0375m2 [ve 10-75 kgm.'s. = 1000 Q kg/5.-1 m.+ E ] ; 
806. E = 20,25kgm./s. [Potencia empleada 20 £=10kg.:s-27m.+£/3. 


s 5040 kg.-25 1m 
60. 7=07 Pen 


= 0,8-15.75 kgm./s. + 7:30:75xgm] 
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Soluciones 608—621. 
808, 


2: = 6000-75 rgms.]. 
509, 


Q = 2,344 ms [1000 0 kg/5.-1,8m-2% = 45-75 kgm.¡s.] 
610, N=3,26C.V. ps mas 


000,85 =N-75 ram]. 
800Kg. (400 m. — ¿5-120.000m. ) 
61. N=390C.V.| (1-03) N= ( hada ) 
$12, 


% = 0,013. (De 4-75 kgm./s. = 600 kg.-5 m.¡s. (sen 5% + x cos 5%)] 


613, La potencia necesaria en el primer caso es: N = (sen a 4% cos 4) 
Go, y en el segundo: N =X(G + G,). Igualando ambos. valores, resulta 

6, E + cosa—1), 
de donde se deduce x. 


614, La potencia del relo] es: 


0,3 kg «12m. 1 kgm. 
E= 060-005 “ Z0000 5 * 
La potencia para darle cuerda será: 


Ej 1 


615. 


= 31,7 minutos. [ 7 
Baton EZ, y=4c.v.] 


616. Pérdida de potencia: 


000.30 0c.v.— 
N=m20.V.9=08. gg + No =10:75, 9 = | 
NA 


n,:0,15m.-7 
818. n= 10,687.[ De e =0215m.]. 
n= 51, = 68,435, 


1 n 
+N= 51,57 0.V. [ne N= 5 (57:1) kg.0,6m 295): 
Q = 12592 kg. [De (N-75) kgm ¡s--0,7 = Qkg.-0,215 m.8. 


(600-1500) kg. . 
619, 1 = 25 obreros. [+-2ugm.s = Ano 2m]. 
620, G — 2881, [De 0,8-80-75 kgm 9. = Gkg.- | 
$21, 


1= 34 horas 43 minutos. (5000-1000 kg.-3m. = 2-75 kgm.¡s-- 
0,8-£s, de donde se deduce el tiempo en s). 
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622627. Soluciones 


622, La velocidad del malacate en el extremo del radio R, es 


E l 
7, dedonde n=2,88, 


AT 


D kg - 3m. 
La carga consume una potencia de 1”. He 3 24 kgm./o.; se- 
ea el problema 844 y = 0,84; por lo tanto, la potencia de cada hombre 
ser 

24 kgm.ss. 3 

nar = 715 kgm./seg. 

023. Para que las condiciones del movimiento se repitan después de 

cada vuelta, deben ser iguales las sumas de los trabajos de las fuerzas 
Q y K durante la misma, de lo cual se deduce : 


Ed R N 
K= (ol + 10%) = 127,7 kg. 
La fuerza necesaria, prescindiendo de los rozamientos (f; =0) serlu 
e E 
Ki=307= 125,5 kg 


y. por do tanto, el rendimiento valdrá 


n= =098. 


82%. K =50% (1 +9) =2.82kg, 1803 tee=/. 


K2KxHh= 429 kgm. 

QU <= 250.0,8 = — 200 kgm. 
sen 

Trabajo del rozumiento: ¿Troy gora Qu dd =—229 kgr. 

Rendimiento y = 200-429 = 0,47. 


625. 1) La fuerza tangencial máxima que puede transmitirse es: 


Trabajo de la fuerza 
Trabajo de la carga 


dr 1 


HS, Sa = Si = 791 ke 


siendo e/% = 2,4. 
5) La velocidad de la llanta de la polea es; 
v=rn2:30=2,09m 


y la potencia máxima N = Pu/75 = 2.04 C. V. 


£) La potencia a la por el rozamiento en C. V. (siendo D la presión 
que actía sobre los tos es; 


1 
TES 0,07 C.V. 
826. N = 10,2 C.V, (El trabajo del rozamiento por segundo es 


Ro 0,056 HE kgm.s. 


18 kgm.s 


Sotuciunes 628—-632. 


628. f,= 0,018. [Potencia absorbida por el rozamiento Lg = 0,03 de 
la potencia suministrada = 0,03-400 kg./s.-3 me = 36 kgm 
dnam. 
Además, La = [+40 kg. <> "> de donde se deduce fa]. 
300 kg.-8 m. 
60 s. 
680. t=17min. 16 seg. [Para el tramo s, cl tiempo necesario es 


829. x= G obreros. [1.8 kgm.'s.-0,9 = 


E. 4 
h= E = 755 0 (sen ar + cos 41) = 403,4 s,, 


y para el tramo sy 
Se Ss, 
h= .” y 0 (sen 4 + %C05 0,) = 633,1 5. 
y por otra parte £=b, +1). 


- _ GC sen (a + $) 
a 


1d pArn_ GCsen(a + $) 
NE coa * 
[Para el movimiento uniforme hacia abajo en el plano de inclinación a 


se verifica ; 
Gsena = W=/Gcosa de donde f=tga; 


para el movimiento cuesta arriba en el plano $: 
K 4rn/60 = G(sen $ + [cos B) 1000 C/3600]. 


682, Para la posición representada de ambos vagones, las tensiones 
enA y Bson: 


S, == G, (sena + x cos a) — q (l—x) sen a, 
S, = G, (sen a —x cos a) — qx sen a; 
siendo x el coeticiente de resistencia a la rodadura sobre carriles. 
Llamando X a la fuerza desarrollada en la circunferencia de la polea, 
tendremos para un estado de equilibrio (o movimiento uniforme) 
3 2£ e 
K+S= st = 77) + 1.50, 
siendo el coeficiento de rigidez del cable £ = 0,46 d?; /, el coeficiente de 
rozamiento de los pa de la polea y D=K+$, +8, la presión 


sobre el apoyo o cojinete. 
Sustituyendo valores, resulta K = C,—- C¿x. siendo 


1 
C, = [000 (ena + rx 450080) 
+(G, + 6) (cos a + ho sna +Eo.cna + x% cos a) 


+ glsena(1 +1%+30) 


C,= 24 sena 


"4 


El trabajo buscado es: 1 
An fraz > C—C0j2. 
ij 
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19. WirTENBAUBR < Problemas de Mecánica, Y. 


633637. Soluciones 


$8, As ku); Lase= ¿VES para r=A: [So tiene A = 


» 
fras, + 


obtiene integrando: v? = z (ar— 1) y 


— 1; además de la ccuación vdv=weds =--L dr se 


L=ko=rYhyar=r. 


[Ubsérvese que para 7 = a; L se anula porque entonces y = 0 y lo mismo 
sucedo para £ = 0, puesto que entonces X = 0; como L es siempre positivo, 
forzosamente habrá un máximo intermedio). 

Derivando £ respecto de r e igualando a 0 la derivada se tendrá el valor 
de r que corresponde a este máximo de /, el cual podrá calcularse fácilmente. 


a An 
Macs hi [Etara fiar Le ste=rer], 
do ES 
685, Lu fuerza es K = k/r*. Siendo r y Y las coordenadas polares de 
un punto 4 de la circunferencia entre Mo y Á£, respucto al punto C como 
polo y a la recta C M, como eje polar, se llene r =2a cos y; el elemento de 
trayccloria ds es ígual a 2ad y y el ángulo p que forman la fuerza y la 
dirección del movimiento es 90*-—p . De aquí se deduec el trabajo : 


a 
e. E isenydy 
Am frasco p= 3) o = 3 VI 1. 
0 
4 también inmediutamente de 
KJVi 
a [lo 221 


$88. Designando por XK, =S,—S, la fuerza tangencial en la polea 
A, y por y = dx n/60 su velocidad tangencial, la potencia buscada será 


75N = Kv= (S, —Sy)dxn/60; 


además, la resultante de las cuatro fuerzas S, y S, en B es igual a ina fuerza 
vertical que pasa por M y vale 


K, =2(S, — Sy) sen a/2 ; 
y finalmente 


Kpc= Ge. 


Le estas ecuaciones se deduce 


bh pa 1 
88, Jr m5). Dede=J04dy3 dem 3g 0h; dy > 1608, 


siendo x el eje de símetria del triángulo é y la perpendicular trazada a dicho 
eje por el vértice]. 
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Soluciones 638—648. 


. 
638. Jp= 3 pe + 5) + [Aplíquese la solución del problema anterior.] 


639. Jp= 5 (3b* + 3e* —a*). [Aplicar la solución del problema 687.] 


640. Jp=ia0. 
1 


¡IRPF (REZA) — re). 


642. Sea DA=r; +A0X=P; tendremos DB =b=rc08p; 
0C=h=rseng y el momento de inercia polar respecto a O será: 
Jp =(b1* + b*R)/3. Para que Jp sea constante, debcrá verificarse también 
sen 2 p = const. y ésta será la ccuación del lugar geométrico de A. 


648, Sea Jp el m. de i. polar respecto al punto medio M del arco, J, 
el correspondiente al e. d. g. S, J, el correspondiente al centro O del círculo 
y Z la longitud del arco; con estos datos tendremos : 


LL =p 


Ber, Lenta 


JimLr, Jimi, Jam r-2 
de donde % 
Je =208, (1 E =) h 


045. Llar + 09, y ] (Ga +59 y E (a? + 509) respectivamente. 


645, Siendo jade un elemento de masa de la varilla; x su distancia a 
A y x su distancia al eje de las x, tendremos 


Ja= fe pdz 
po 


y como 
mm 014 2—2a200s f, 
Bosa P—2alcosf, <Baizr=f 
resulta 


Ji Ya +30), 
646. Para la varilla, el m. de i. polar respecto al punto arbitrario P 


vale: 
Je = M(P8 +1); 


para los tres puntos de distribución : 


Jo =2MP'3 + M (rt + 5ry6 
=2Mr/3 + M(P 2+5r)8 


Ja 
puesto que 


R=P+r+2lrcosp, =P pr -2lroosp. 
847 y 648, resolución análoga a la del 640. 
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649 —654. Soluciones 
840. De J=J0 


Mt, J,=Jg Mb", a +b=1 se deduce 


IAEA 


siendo « y b las distancias del e. d. g. a los extremos A y B; Jyelm. dei. 
do la harra respecto a una recta que pase por el €. d. g. y sea paralela a los 
ejes. 


660. Sea dz un elemento de varilla, dz su masa, z su distancia a A 
su mm. de i. respecto a z, valdrá: 4d z (2 sen qp)* y el de toda la varilla 


1 
=p sentpjardz =4MB sent p. 
0 


Este valor puede hallarse directamente, partiendo de la fórmula J =J, 
cost p * J,sen* 9, siendo J, E 0) el m. de i. de la varilla respecto a su 
eje, y Ja = ME respecto a la normal a él trazada por A. 


1 1 
65 J= ¿habe (4% y D1) o ¿M0? + 0), 
M mo, 
06. st ( +3ctgrF). [Aplíquese el problema 688), 


1 1 
h=5d-3Mb. 


Mi 
65%. a) Ju= 35 (e = 09. (Divídase en rebanadas paralelas a la base.] 


DJ a -- 3h"). (Hállese primeramente el m. de ¡. res» 


pecto a un eje paralelo a a que puse por el c. d. g. de la base y después 
Pispecto a ña paralela a ella "que pasa"por el €. de $. de la pirámide]. 


o n=ior+m y hz Hi + 121. 
054. 0) J.=_, Mr! (Divídase el cono en rebanadas paralelas a 


la base. Si x es el radio de una rebanada, z su distancia al vértice y dz su 
espesor, su m. de 1. respecto al eje es 


dd =4prxtdz 


h 
y como 2=x>7 


h 
, da=drp 


y 
H=34xhr, 
de donde, siendo M = 34 7 hr, sale el resultado indicado.) 


. 
dde la F> 12). [Dividase el cono en las mismas condi- 


ciones. El m. de i. de una rebanada respecto a una normal al eje que pasa 
por su c. d. 8. es 


di=+pxzdz 
—m-— 


Soluciones 655—-4861. 


y respecto a la paralela que pasa por el vértice: 
dd =d + 2dM, dM=pa4x00iz 
de donde 


1 ad 
di= 3 pair (q ».)]. 
A 3 y 
dd =3M (A + 5. [se deduce de J, =J, -- M G 1) ] 


656. J= UE pa, [Se halla primeramente el mn. de í, J, respecto a 


la altura del tetracdro, cuyo valor es J, =34 pat. El mismo m. de 1. re- 


sulta referido a las demás rectas que pasan por el c. d. g. y por tanto, res- 
pecto a la que es paralela a la arista a. La arista a y esta paralela distan 
e=a2 VE; la masa del tetraedro es M = 4a*/8 y/2; bastará, pues. aplicar 
la fórmula Y =J, + Mer] 


658. Se divide la superficie en anillos delgados de altura dx, y uno cual- 
quiera de ellos tiene, respecto al eje, un 1. dei, q x'dz, en donde 4 es 
la densidad y [ la longitud de la generatriz del tronco. La masa es 

M=apal(R +1) 
y el m. de 1. buscado será : 


J= z (+. 


057. J =2Mr"/3. [Se deduce directamente, o bien deduciéndolo del 
m. de 1, de la esfera 5% uztr*, diferenciando respecto a r y haciendo 
p4rtzdr igual a la masa M.] 


658. El m, de 1. de la superficie semiesférica respecto a cualquier 
recta que pase por el centro es 2M 1/3, es decir, la mitad del m, de t. de la 
superficie total 2 (22M) r1/3 (véase el problema anterion. 

El elípsoide de inercía es, pues, una esfera. 


Pe 
650. J= 5 M Hz. [Descompóngase el tronco en fajas o discos 


de altura de paralelas a las bases y se tendrá: 


prh Pah 
A 


un donde 4 es la densidad, h la altura del tronco y x el radio del disco o 
rebanada.] 


880. J,= Ma*/3 para el eje de giro; J,=J.= M (at + 3h3)/6. 

661, J,=1M6b% J,=J,=1 M(a? + b%). (Si x e y son las coorde- 
nadas de un punto del meridiano, tomadas paralelamente a sus ejes a y 5, 
y se divide el elipsolde en rebanadas circulares, 'ndiculares al eje 2a. 
se tiene dM = paytdr: di = prayidrn ¿y = ala —2).1 
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Soluciones 


esa 4 =3,+2 24m. 


663. y = YI RUTF, ¡El í. de i. del anillo es J = ana (R—1)2 
y después del aumento J, = pa (Rí—r9)2. 


864, Siendo J,, J¿ Ja los m. de i. As del anillo respecto a $u 
centro, tendremos Y, — Mat (respecto al eje de gravedad normal al piano 
del anillo), Ja = J, = Ma?/2 (respecto al eje de gravedad que está en el 
plano del anillo). El m. de i. buscado será, pues 


J=J senta + J,costa == Ma” (1 — senta)/2. 


665. El m, de í. de la llanta es: 


A 
El m. de i. del cubo: 


El m. de i. de los brazos : 


Te He Be (R—5—r) +4 (R—bP-—r1)- 
En total: 
J= Ja “Jem Gas 839,28 dm.* 
Si se pone 
y=75 E. y =98,1 dm.jsa, 
se tiene 


J = 28.322 kgdms.! = 2832,2 kgms.* 


La dimensión de J es ML*, o en el sistema técnico de medidas KLT*; el 
¡ltimo número hallado para J se refiere a las unidades : Kg., m., seg]. 


668. El m. de l. de las holas es: 
278 2 2 
die 3 a (re + 3o) = L.0077983 ems 
El m. de 1. del cubo: 


y br - E 355 cms 


El m. de 1. de los brazos : 


Je 26 Be (Ra— e) +4 (Raya ri 2 19407 cms 


Si se pone 
kg. em. 
y = 0.007 E, game, 
se tiene 
e = 0,000 024 34, 
y , 


Ji = 220,42, J¿— Ja =2,20 
luego el 1. de í. total es: 
Leia 


= 223,14 kg. cm. sec. 
—M— 


Soluciones 667—669. 


667, Se divide el elipsoide en discos delgados normales al eje 24. Cual= 
quiera de ellos que diste * del centro es una elipse cuyos semiejes son 7 


n= yaa y p= VPF, 


Su 1. de 1. respecto al eje 2a es (véase el problema 644.) 


dy 


Kanp 
E 


(a 1 p) dz, 
de donde 


4 
Y = iz nabo (6 4 ey 


La masa del elipsoide es 
M=4pxabdej3, 
d= Mb + 07), 


868. Diferenciando el m. de j. del elipsoide macizo (véase el ejercicio 
precedente), resulta 


dy =1dM(0 +0) +4M(20db 4 2edo). 
Para dos elipsoides semejantes, se tiene 
da:db:ide=a:b:e, 


por lo tanto 


o sea 
daa, dea 
a a 
y como 
M=i parade: 
dM=3 px [boda — cado + adbe] = tunbeda, 
resulta 


ds = 4431 (07 + 0%). 
669. Se iguala (véase el problema 667) el m. de i. del cuerpo respecto a 
su eje principal x, al del elípsoide ; 
d,=2Em(y 2) =M(b1 + 0/5 


y se hace lo mismo para los demás ejos. De estas Igualdades se deducen los 
valores de los semiejes a, b, e del elipsoide buscado que son : 


A AP Em, Na 7 Emp e 


y, finalmente, su ecuación : 


xi ys £ 5 
Emo * Img zm NM 


Como para cualquier otro diámetro de ángulos directores a, f, Y, el m. dei. es 


J=J,costa + J, cost B + dacosty 


acuerdan 


se ve que los m. de i. J del cuerpo para los distintos diámetros 
con los del elipsoide. 
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670 —677. Soluciones 


670. Según el problema 868 el :u. de i de una capa clipsoidal es 
dl =34M0 0) 
y su masa 
dM = Apabeda. 
ja, se tiene, haciendo b= a B/A, c=aC/A: 
2Kk3BC y 1 =M(B? + C%/6, 
$71. El m. de 1. de la varilla respecto al eje es 


Si se pone p = 


1 my 
ME ch 
Jm Me 4 a (2 3): 
y la masa reducida respecto a A; Maz" Jix”. Si se hace 


Mo 


dí 
2=213 y Mam= MA 
632, Elm. de i. para el eje de giro es 
J=4 MB IM Mall 


se tiene 


Si se hace 


resulta 


673. T=4M1v" =4Go%g = 4893000 kgm = 1893 tm. 
074, T= 7203 tm. 


85 T= 


pa Germ. 
676, Se tiene: 
1 1 
Taj IO 


Fn= (4 2e)np on 


vin tgas E (tgra +3) — ¿+ La mayor fracción de la energía pri- 
mitiva que puede quitarse conservándose «o viene dada por u, = 0, o sea por 
A 
35 diaz 
(La energía «el movimiento helicoidal es 
T=3J04+4M=4Mrio* (tg a + 4) 
puesto que e = ro tga es la velocidad en el eje del movimiento.) 


— 206 — 


Soluciones 678—685. 


678. 1=60. “La encrgía de la esfera es, parar=0,5 m. y y=7800 kg./m.2: 


1 1,3, Ama 13m 
T= Jsp ia) (5) os 


tendremos, pues: asas 
7 2464 kgm. + 3397 01 


r 
670. 1 =2 pg» ¡La energía de la esfera es 


F 
1 126) (may 
T=jderz(pír) E: 


Si la energía permanece constante, debe verificarse rn = (r— $) x.] 


680. n, =n yZ/21. [Como la energía no cambia, podremos escribit.: 
Jr= (Y J5) n3 en donde 
BY, Sa y 
5 mM (r -01==3 18 


es el m. dei. de la envolvente y 
81 8 
n= Et0-0= ros mi 
el del reJleno de arena.] 
Y 
. = 15.7. 
651, 20 Va ii, = 157. 


[La energía del árbol antes del acoplamiento es : 
el 
1 ma ny 
Tr a, 
y después del mismo : Ñ 
Eat (5): 


igualando ambos valores se obtiene la solución.) 
682. T= 3MGr/g. 


$88. Tp ES na (da + e) adey = 0,2704 kgm. 


684, Se tiene T=4 Met +4J03, 
en donde: 
M=ira(t 
de donde 


, 0=2n, 
Taira FU +3) an -D) 


885. Sea M la masa del cuerpo, J= Mk! su m. de i. respecto al eje A; 
su energia cinética será : 
T=Jw2 


Si se descompone la rotación según los ejes A , y Ay, la velocidad angular 
alrededor de cada uno de ellos es 0/2 y el m. de i. para cada uno es 


J-Me. 
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686—-689, Soluciones 
La energía cinética del cuerpo vale entonces 
1 oy 
T=230 +20) (3). 


Igualando ambos valores, resulta 


A=k. 
886. Sea J, el m. de i. del cono respecto a su eje geométrico, J, el del 
mismo respecto a una ndicular al eje que pasa por el vértice, y 2a 


perpe: 
el ángulo de abertura del cono ; el m. de i, respecto a una generatriz valdrá 
Y =J,costa + J, senta. 
Utilizando los resultados del problema 654 y teniendo en cuenta que 
e 


costa = "ir sentá = 
resulta E Ea 
e 
de dondo la energía elnótica : 
bht 
T=3J/0= dr 


687. En una vuelta, el recorrido del centro de la base es 2h:T cos 4; 
su velocidad será, pues, == cos u y, por lo tanto, su velocidad angular res- 
pecto a la generatriz de contacto (comu en el problema 567) 


22 
0 ea pega. 


Utilizando el problema anterior se tiene 
rn+6Nr 


1 3 
7310 = pa me A. 


1 
688. Slendo la velocidad angular 
D 


y el m. de 1. respecto al centro instantáneo de giro O: 
=iMP4+MP=4Mp 


la energía cinética será : 
1 Mo 
Td Ter" 
El mismo valor se obtiene con la fórmula : 
T=3jMoz4 4450, 
siendo 0g la velocidad del e. d. g. S y Js el m. dei. respecto a S. 
889. La reducción de una masa cumple la condición de no alterar la 
energía cinética. La masa reducida será, por lo tanto 


1 
Mi= juan. 


siendo y la velocidad del punto de reducción A ; ¿M un elemento de masa 
y 1 su velocidad. 
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Soluciones 690—692. 


Según esto, la reducción a A de lus masas Mi My Mas Mi da 
Ma = 14M, sento, Ma, = 4 M,c05*p, 
Ma = Ma(d + 2 sen?) Mu = Mali — 2005 Pp), 
y, por lo tanto, 
Ma = Ma = Mas + Mas + Mas 
=+(M, + MO — sep (AM, - 23) + costp (43M, + 2Mo. 
Ma permanece invariable, si 
2M, - Ms=2M, + Mu 


Mi¿=2(M, Mp) +3 (Ma + Mo: 


890, Respecto al principio de reducción de masas, véase la solución 
del Pie anterior. 
lamando 


luego 


0,0, = AA, = 24. 


DA, = 0,4, = 20, 


y, siendo además, Mak* el m. de i. del disco M, respecto a O, 
úlicida de M, respecto a O, «es 


Ma = A (E) 


la masa re- 


Para reducir Ma, respecto a A, se utiliza la ecuación 


Ma (20 = 


L, dy 
— Mas (20 e 
de la que sale : sl 
e (ayy? 
Ma =Miza (dp): 
Llamando zx a la distancia variable A, O,, se tiene 


en donde b es el semieje menor de da elipse ; se tiene, pues, 
4kib' 


Má = Mo 


691. Según el principio de d'Alembert, las fuerzas exteriores (peso 
y presión) equilibran las de inercia, por lo tanto 


D-mw=G 
D= G(1—w/9) = 5,923 kg. 


692. Sea mw la aceleración de G hacia arriba y, por lo tanto, también la 


de G, hacía abajo, R y R, los rozamientos y M, 3f, las masas ; la tensión 
del hilo a la izquierda es: 


Gsena + Ro Mw 

G, sen B—R,— My 
Igualando ambas expresiones y teniendo en cuenta que 
R=(Gcosa, Ri=jG,cosf 


o bien 


y a la derecha 


resulta : 


“=ta (6, (sen B — f cos B) —G (sen a + / cos u)). 
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693—697. Solnciones 


$98. Aplicando el principio de d'Alembert a cada uno de los tres cuer- 
pos, se obtienen las tres ecuaciones 


16+h0=S. ios, 


Ji=Se—Syr 
siendo A la aceleración angular del cilindro, 


. w 16 
Poniendo ¿== Ja 27 r* se obtiene 


2 G 6 
03000 S=04+307 S:=6+2)% 
604, Si w es la aceleración de G, w/2 será la de G;. La tensión de la 
cuerda a la derecha de la polea fija es 
GC— Mw 
y a la izquierda de la misma 
1 w 
¿(A +M, ) 


siendo M y M, las masas respectivas. Igualando las tensiones se halla 
6-62 
"FG 
805, La tensión a la izquierda de la polea superior es 
G—Muw 
por el contrario, la tensión a la derecha es: 
(6, + Mw)/a 
La aceleración w, de G, es la cuarta parte de la de G, es decir 
wr =0w/4 
Igualando ambas tensiones, se tiene 


G—G/4 
FA 


698. En la dirección del hilo se equilibran : la tensión de S, la compo-= 
” 
nente G cos p del peso y la fuerza de inercia 5 7 + Por lo tanto 


Soc ( cop + e) La velocidad viene dada por la expresión 
DI = vi + 291 (cos p —cos p) 
y. por lo tanto, a y 
g 
607. Antes del corte, la tensión en cada hilo es 
S, = Mg/2 cosa. 


Después del corte, la ecuación del movimiento en la dirección del hilo 
no cortado es: 


= 6 (3cosp—200sp, + 


p. 
m7= 


— Mg cosa 
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Soluciones 698—701. 


y como Inicialmente p= %, resulta S = Mg.cos a. De aquí se deduce 
Sa 1 
57 Zcosta” 
Hágase atención sobre los casos límites a =0 y « =/2. 
808. Sea S, la tensión del hilo de ¡nclinación a; antes del corte se 
tiene: 
— my 08. 
= Maa 


y después del corte del hilo inclinado f, se tiene, como antes, S = My cos u 
por lo tanto 


5 sen(u, f)eosa” 
699. En la posición de equilibrio se verifica la igualdad 


1 
my=k Tr 
y en el movimiento, siendo E la distancia a la posición de equilibrio 
mi=—k E my=—k ib, 
A 


la 
de donde se deduce el resultado. 


700. Sea x la desviación del punto M respecto a la posición Lirante del 
alambre, la ecuación del movimiento será : 


¿ A a+b 
Mi=—S 6 + 5” Ar 
de donde puede deducirse T. 
701. Sean z, y las dos desviaciones transversales de ambos puntos, 
las ecuaciones de sus movimientos serán : 


Portas 
més — Tire rar 3o+ 


Pontendo a ad, 
se obtienen las ecuaciones 


y eliminando A y B: 


, 1 

(mp— tE) — Trim 0 A a 

o sea ll a 
a+b bd 
mp TT = Ep 2 

esto es mo: _T2a Eb a > BA 

A=ña Pena > 
y a éstas corresponden B == A y E == — A respectivamente, según las figuras 
adjuntas. Los periodos de vibración propia son T, = 22t/p, y T¿=2T'Py 
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702—704, Suhtciones 


702, Sean z, y las desviaciones horizontales de ambos puntos m, m, 
las ecuaciones de los movimientos serán : 


mé =— im m)9% my, 


Y 


mi =- my 
Ñ y Y 


Las igualdades x=4 P!, y= B:4”! dan la ecuación 
mim ¡1 1 ¿mim e 
rr) 
cuyas raíces pi, pi dan los períodos de vibración propia: 

Ty=2%/pp  Ti=22/p, a 


La forma de las oscilaciones, para estos valores, 
puede verse en la figura adjunta. 


703. Llamando y a la desviación de M respecto a la posición rectilínea 
de la viga descargada, se tendrá 


En 
U= Ja" 
Haciendo K = — MY tendremos la ecuación del movimiento ; 
- 48EJ 
My = Y 
la cual da como soluciones vibraciones armónicas cuyo período es : 
T=22V ¿En 


704, Para la posición de equilibrio, siendo k la constante del hilo, 
tendremos 


my =2 0080) = 28 32 P. 


Las longitudes de la posición P son, desprectando 
los términos cuadráticos en E: 


Betty (c— ¿tor a—2c, ami E, 


G=R 4 (cor EN hot Lc, ti E, 
Por tanto, las tensiones son : 


Si=k 


y sus componentes horizontales 


e —a—cón e 
Hi a Sacos0 = 5 E A E 

eE _,I—a+rost cre 
a e 


En consecuencia, la ecuación del movimiento de M, después de hacer 
algunas simplificaciones, es 
2kfl-a (ae SJ: 
¿ 


ME.H, My = e ii A 


Soluciones 1105208. 


y sustituyendo el valor de 24 deducido de la primera ecuación ; 


z Ptea 
rr 


de donde se deduce Ly. 


705. La posición de equilibrio P viene duda por la misma ecuación del 
ujerciclo anterior. La ecuación del movimiento es : 


Mi =Mg—28 cos u 


L—ah 
=Mp UA 


Ahora bien 


Gac (A+ 94209, 


y haciendo la sustitución en la anterior : 


Mi= Mya 120 E 


o bien 


Pa 
9 =0, 


+ 
de donde sale L, 


706. Sean M, Mi las masas de P y Q, S y S, las tensiones del cordón, 
v y n las velocidades, ww y 1, las aceleraciones «le ambos pesos; aplicando 


el principio de d'Alembert, tendremos : 
S=P+Mw 
S,c0s9 + Mw, = Q 
y como Sa $13 
(P + Mw) cos p = Q— My» (a) 


Si Q resbala una cantidad dz hacia abajo y P se eleva de ds, tendremos 
(análogamente al problema 487). 


ds = dx c08 p, 


= 0,008 p =0% vá 
y diferenciando, puesto que d, =wW, 3 
de El a 
E E 
La ecuación (a) cs, después de la sustitución: 


Mas Metz % 
ara” 


esto es 


wm | M+ 


O sea 


Me El 
aqu [am AE5)) (0 Pm) es 
€ integrada : 
a Me 
am + E] 202—2P VPF FE AC, 
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107-710, Soluciones 


por lo tanto, la velocidad buscada del peso que env es (2, puesto que para 
z =0, 0,=0 y, por lo tanto, C =2Pa, sera: 


Q+— Pia m 
Q4 Py (at y” 


El mismo resultado se obtiene más rápidamente «aplicando el teorema de 
la energía. 


707. Sobre G, actilan: el peso G,, la Tuerza de inercia: 4 (6 seny — 
— 4 sen y) w* y la tensión del hilo Sy. Sobre G actúan : el peso G, la fuerza 
de inercia = a sen por y las tensionos de hilo S, y S¿. Escríbanse para ambos 


puntos las condiciones de equilibrio y se obtendrán para determinar los 
ingulos p y y las dos ecuaciones 


vi=29 


An 
E (a sen p + ben y) = 18, 


w 16 
Josny = — 7 (e y — ts 9). 


Estas ecuaciones pueden obtenerse también inmediatamente de las de 
momentos de las fuerzas de G, respecto de G y de G, y G respecto de O. 
transtormándolas convenientemente, Las tensiones son : 
G+6G, G, 
cos p* — cos po 

708. El rozamiento del freno es R=G(e*--1) y el del gorrón 
fo == [i(el” -+ 2) G. Tómense los momentos de estas fuerzas y de la de 
Y 


ercia Mw = Giv/g respecto al eje de giro e Íguálese a cero su suma. 
De esta manera resulta 


S = 


1w = (1,23 —0,26 e/%) y. 


709. Sea x la longitud de uno de los ramales durante el movimiento, 
x la del otro y M la masa total del cable ; la ecuación del movimiento 


M £ 
M8 e e — (La —a)) e ML (na). 
Multíplicando por 4 e integrando, resulta 
po. (0202) > € 


y teniendo en cuenta las condiciones iniciales: r = «, v = 0, la constante 
Valdrá C + ga, resultando, pues, 


o=Vi—a 
y para 2 <= 20, 0, = y8g. 


710, Resolución algo distinta de la anterior: suponiendo el movimiento 
lo suficientemente avanzado para que A diste x de C; la tensión de la 
cadena a la izquierda de la polea será 


S =gusena + q109 
y a la derecha 


Si =q (20 —2) sen a—q (Qu -—x)0 y. 


— 3H 


Soluciones 111713. 


donde q es et peso de la cadena por unidad de longitud y w su aceleración. 
Haciendo $ = S, se deduce 
w=ysena a 


y de vdo = w(— dz), con la condición inicial x= a, v = 0: 


ES osena [20 EE 


de donde resulta para x = U-la velocidad buscada 
vj=agsena 


Este resultado puede hallarse más sencillamente, planteando desde luego 
la ecuación del movimiento, como en el problema precedente. 


ciorrit Sean w y 10, las aceleraciones de G y Gi, A y M, sus masas, se 
ene: 

S=G+Mw  S,=G,—Mp, 

w=ri w=rA 


ecuaciones a las que hay que añadir la de momentos respecto al eje del tor- 
no ; Sr = Sr, ; resolviéndolas, resulta : 


Gm—6r. 


170 


además de h=w,0/2: 
2h 2h 

a ZAS 

word 
y finalmente las tensiones son : 


GGri(r +1) GGr(r+ 15) 
a 


712. Si se considera que cada elemento de masa dm de la rueda a la 
distancia q del eje tiene una fuerza de inercia ¿Adm y se escribe el mo- 
mento de todas esas fuerzas de inercía respecto al eje del torno, se tlene : 

M=fp2dme =4jdmpr = 43, 


slendo J el momento de inercia de la rueda respecto a su eje. de esta manera; 
la ecuación de momentos respecto el eje de la rueda es: 


Sr+24J=Siy 


des Gr —Gr. 2 Gr+ Guri + 9d 
“IGP GRA ga? “gn Gn —Gr >? 


Gurlr + 1) +0) Gr(r +1) + yJ 
Soren +? Garat gd" 
718. Para el peso de Ja izquierda, la condición de equilibrio según el 
princípio de d'Alembert da : y e 
S=G+9(—2)+ 
y para el de la derecha 


Ss 


» S, 


de donde : 


Srrli= 
; » 


G, +qr 
s + E 


=G, +92. 
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20. WiTTENDAGER: Problemas de Mecánica. L. 


714715. Soluctones 


Las tensiones S, S, de los hilos en A y B son iguales, luego 
G+q(22—1 


»=y EA =4+bx 
De vdv = wdx se deduce: 
vi =2ax + da? 
y la velocidad », para x= l, es: 
291(G, 6) 
*= EFG Far 
Finalmente 
Ses HO tImIG6 + qu 
“=== 40 + al 


714. Si el peso desciende x, los pesos G 4 qx giran en sentido de las 
agujas de un reloj y las fuerzas de Inercia obran en sentido opuesto. Su 
miomento respecto al eje del torno es 
G+gr 
y 


wr+ 4d, ++ dal. 
En esta expresión 

w es la aceleración del peso G, 

A =uwjr la aceleración angular del árbol, 


1 
Foo 3% 7* el momento de inercia del árbol, 


E 
dem 35 R* el momento de inercia de la rueda, 


ES 
hi= pí Es 


r* el momento de inercia de la cuerda arrollada. 


Igualando a cero la suma de momentos, resulta 
2gr(G + 91) 
PREG REGA ar 
y haciendo vdv =wdx, e integrando, se obtiene la velocidad final para 


Tal; 
2glG + ql) 
*= GZITF AG, + AAA? 
716. Iniclalmente, se tiene para la posición de equilibrio 
2F, =2k(l,—L) =G + Gj. 


Durante el movimiento del émbolo, se tiene según el principio de d'Alembert 
y siendo M = G/g, Mi = G,íg las masas de cilindro y émbolo : 


2F—G—G,—Mv + My, =0, 
2F =2k (l,—2) 


es la fuerza variable de los resortes y w la aceleración (dirigida hacía arriba) 
del cilindro. De aquí se deduce ; 


dr 1 wm 
==: (2x0, 2—6 G(1 2] 
y haciendo bdo = wdzx resulta para la velocidad del cilindro 
2 
Po e—m[a— cfr —») —k(x + t] S 


v=1,8 m/s. 


en donde: 
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Soluctones 716—719, 


El cilindro vuelve ul estado de reposo cuardo 
60, 
Se 
Ésta es la cantidad de que se eleva el cilindro para oscilar Juego alrede- 
dor de su posición de equilibrio una altura zx, = |, + e 
Puesto que, en efecto, poniendo r—z,= ¿, la ecuación del movi- 
miento será: 
¿o 2k 
es SE 


ELA 


:—b= 


El período de oscilación es T=22 Vf. En el instante en que el ém- 


bolo toca al fondo y se produce un choque, el cilindro y el émbolo continúan 
vibrando como si fuesen una sola masa. 


716. Por medio de un ensayo de oscilación alrededor de un eje excén- 
trico o por un ensayo de caída rodada u lo largo de un plano inclinado, 
717. El período del péndulo de bota es, para pequeñas oscilaciones 


T=2yJ,Ga, 
en donde el momento de inercia respecto a O es: 

J.= UQO 4 a). 

Poniendo del mismo modo 
T,=2T = Ay Gr 
di Mr > 22) 
se obtiene la ecuación 
2 

ear (p7+0)=— 


” 


3 


de la cual resulta 
z, = 160,938 cm.; x,= 0,062 cm. 
Ai se de 
718. Siendo el período T = 1 (108) el valor de ¿2 debe ser un máni- 
mo. Pero Y, = MP'112 4 M(x— 12) es el momento de inercia de la barra 
respecto a 0; 1, =x--1/2 es la distancia a O del e. d. y. De 


E e 1 
ME = 0" +93 = Minimo 
E al t+ 3) É 
719. Considérese en G y G, además de los pesos, las fuerzas de inercia 
c (on sen p y S coil, cos p e iguálense a cero los momentos respecto a O, 
Se tendrá 


se deduce 


E 
sen p P 4 
Et momento flector en O vale 
M = Gl(2 sen y — cos p). 
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720—723. Soluciones 


720. Sea 4dz la masa de un elemento de la barra a y x su distancia 
a O; su fuerza de inercia es gdxzsen yo, el momento de esta fuerza res- 
pecto a O, dz 2% sen y cos po y el de tóda la barra 
a 


40? sen p eos p |adx = 3 : wal sen p cos p. 
o 


Igualando a cero la suma de los momentos de los pesos y de las fuerzas 
de inercia respecto a O, resulta 

Gasen p — Gb cos y 
9 (Ga GP vos p sen p* 

721. Tomando en OA un elemento de da de barra distunte 2 de O, 
fadx será su masa, dz x sen po? su fuerza de inercia y 4d x* sen p cos put 
el momento de esta fuerza respecto de O, El momento de las fuerzas de incr- 
cla para toda la barra será 


3 
0-3 


a 
M, = 0% sen y cos y |xta.x. 
3 


Escribiendo una expresión semejante para M?, o momento cr.rrespondiente 
al trozo OB de burra, y teniendo, además, en cuenta los momentos de los 
pesos, se tiene 


a— pr 
M, + M, —pgsen o z =0, 


de donde (excluyendo la solución evidente sen p = 0, p = 0) resulta : 
3y at— y 
A A 


722. La reacción de la articulación D, el peso de la barra y las fuerzas 
de inercia han de estar en equilibrio ; por lo tanto, tendremos las igualdades : 


» 13 
Dionp +fuazzsen pur = fudzz sen por, 
0 0 


Dcos y = pg(a + b) 
de donde, sustituyendo el valor de cos hallado en el problema anterior, 
resulta ; 
wr 
te y => (a — 3) sen q. 

728. La tensión del hilo es S == G,/(2 cos p). Tomando a la distancia z 
de O un elemento de masa 4dx dela barra OA, su momento de inercia será: 
Hdzxz sen put, 

Igualando a cero la suma de momentos de las fuerzas exteriores y de las de 
inercia de OA respecto a O, se tiene 
2a 
— Gasen p —S 44 cos p sen p + fuaza sen puizxcos p =0. 
0 


Siendo la masa de la barra OA; 
2ap = G/g 


se tiene 


Soluciones 724128. 


724, Seaqds el peso de un elemento ds de cadena, cuyas coordenadas 
E ¿qds 

son rey; su fuerza de inercia será a y 0%; proyectando ambas fuerzas 

sobre la normal a la curva se tiene 


gassen y = E y arcos q 


siendo y el ángulo que forma la tangonte con el eje Ox. Tendremos, pues, 


dy os 
B90=Z= 17 
o bien > 
dy_ ot 
dí, 
mi 2 
y como para x = (, es y = a, se tiene 
y=arote, 
que es la ecuación de la curva. 
mal, mb 


725. 2 on y 


+ mala 


726, La aceleración angular del cono es: 1-5, 


su momento de inercia: J = 5 MR, 
y sumasa: M= 5 Rex h. 
Como 4 es constante, la velocidad angular del cono es: 


tipa, (1d EE 


y para w=0: 
¿1% _ 2Y Kiho 
= “kr =1Wg Kr 
Tar. ¡Siendo A, la aceleración angular (negativa) del Arbol, 1%. tendre. 


mos At, : 1, debido ol enlace de los árboles por medio 
de las ruedas cónicas. Aplicando el principio de d'Alemberl se tiene la 


ecuación : 

—M=H 41 + 32do 
de donde PA 
7 

TI 
728, Siles la longitud y dM la masa de un elemento dz de la harra 
se tiene 


G 
dM= git 


La fuerza de inercia de dM es 
dK=xsnawtdM. 

normal al eje, siendo x la distancia del elemento u A. Descomponiendo D 

en una componente vertical Y igida hacía arriba y una horizontal H 

dirigida hacia lu izquierda, se tiene, según el principio de d'Alembert : 


v=G, 1=fak. 
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7129730. Soluciones 


Además, considerando los momentos respecto a A : 
1 


ñ 4 
Gzsena —fxcosadk=0 
0 


de donde: 


D=GV1 E 180 ty Ea 


720. Considerando la placa dividida en tiras estrechas parolelas a A 
y siendo de la anchura de una de ellas y 9 su distancia al ejo. la masa de 
una de esas tiras es . 


y su fuerza de inercia 
dK=q0dMm 


Aplicando el princi 


lu de d'Alembert, los momentos respecto a A dan: 
a 


h oh 
65 an fun 3=0 
o 
de donde se deduco la presión en B: 


¿La 
D=úal— Po. 


730. Y) amomento de inercia de la barra respecto a-O es 
1y Rp 
qee 
por lo tanto, su aceleración angular: 


A= Mi =--00n, 


siendo 


Decoder - ¿dy se deduce 


* integrando 
AA 


Poniendo 01 == dp dt, Lendremos 
ml CP do, 


o integrando (y siendo q = 0 para £= 


y» finalmente 


Soluciones 731—732. 
781. La suma de momentos de las resistencias del aire es 
M=kuñor, 


siendo k una constante y (9 la velocidad angular variable. 
El momento de inercía de la pleca respecto al eje es 


17 
3 ehd 


por ser el espesor d moy pequeño. La aceleración angular de la placa 
será 


m 12gk 1 
4= — MJ, = —c0*, en donde 524 
do. 

y como ¿= “7: 

11 
da: 


Para que (0 = (0,/2, el tiempo transcurrido será 


1 yad 1 


taa 


782. La aceleración angular del aspa es 
Gr—M 
de 
siendo M el momento de la resistencia del aire y J, el momento de inercia 
del aspa respecto al eje. 


Análogamente al problema anterior puede ponerse el momento de la 
resistencia del gire respecto al eje en la forma : 


M=2k(0,—4) hw? 


A= 


Además 
se tiene ia 
y 


cn donde: 


ta — e A 


2yAaB" Ji—oyB' 


de donde 7) 
Vaart 
3y2Grk (a, —ay) 
pdyha—a) * 
—3l1— 


siendo 


g 


733-135. Soluciones 


788. La aceleración angular de la barra es 


y como wd = 2d, por integración resulta (para p = 0, d = 0): 
pol apa 


Considerando un trozo d M de barra a la distancia x de O, su fuerza de inercia 
es z et d Men la dirección OA y z A dM normalmente a OA, girando alre- 
dedor de O en sentido opuesto al de las agujas de un reloj. Escribiendo las 
proyecciones de las fuerzas exteriores y de las de inercia, tendremos ; 


X= (Asen y + wcos p) (xd M, 
Y =G + (0% sen p —2 cos y) [24M 


y como [xd M =G1/29: 


X =1Gsenpcosp, Y =46 [10 —9 cos p). 
Si se pone 
Y  10—9cost9 
p=x2+p+4, A E TT 
se tiene, finalmente : 1 
Y =— CE D. 


784. La aceleración angular del cuerpo es 
Gasena 
1 A A sena, 
en donde J, es el momento de Inercia del cuerpo respecto al eje O y Ga/J,=A. 
De wde >= ¿4(—da) se deduce 
w=2A cos 4. 
'Tomando un punto cualquiera P del cuerpo con una masa dM y haciendo 
OP =r, *+S0P=p, reosy=z, reny=y, 


las componentes de las fuerzas de inercia del cuerpo en la dirección OS y 
en la dirección normal son : 


X= ot fzdM4 2fyam, 
Y =1j2dM —ur[ yam 


y como 
[zdM=Ma, fydM =0, 
se deduce; 
X=w*Ma, Y=2Ma, 
y 


786. Ja resultante de la fuerza centrífuga de cada esfera, de su peso 
propio y de la mitad del peso de la caja del regulador, ha de caer en la 
dirección AS, por lo tanto 


wrG(c+isenglg mm (0+6)tgg 
Q+e A 


189 = 
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Soluciones 736—739, 


786. Las sumas de las fuerzas en la 
dirección del eje Ox y de los momentos 
respecto del eje Oy (véase la figura) dan 
las ecuaciones : 


Xx +X,=0, 
AX, +A, + 01D,,=0. 


Ahora bien 
Das= 3 (I5—J pp sen Za 
y por lo tanto: 
ot 
A y) sen2a, 
y como Je=J¿/2= Mah, e —e=C, 


. 
X =—X,= HL orsenza. 


787. La ecuación de momentos respecto al eje de suspensión es 
Mk =Mgh + Da, 
siendo D la presión buscada. La ecuación del movimiento de m será 
mag =mg-—D. 
De estas dos ecuaciones se deduce la aceleración inicial : 
Mh+ma 
Em 
Mmg (k*—ah) 
ME + ma? 


y la presión 
D= 


788. El eje instantáneo es la generatriz de contacto O. El momento 
slel peso propio respecto de este eje es; 


M=ity (RF), 
y el m. de i. para el mismo eje 


EN 
IS qa UR 4 ro. 
Se tendrá, pues : 


789. La aceleración del centro de gravedad del disco vale, siendo f el 
coeficiente del rozamiento : 


ws =—Í9 
y su velocidad 
D=v.—Ígl. 
El o, d: $, del disco en caso de un deslizamiento exclusivo llegaría al reposo 
al cabo del tiempo : ce 
TES 
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7139. Soluciones 
La aceleración angular del disco respecto a su eje es: 


momento de fa fuerza —/Ga 219 


A= momento de inercia — Ga 2g "a 


y, por tanto, su velocidad angular: 


La velocidad del punto de contacto A entre disco y apoyo es: 
DA=03 +40 =0, + 40, —3/gt. 


El rodillo empieza a rodar, tan pronto como el punto de contacto llegue al 
reposo, es decir, transcurrido el tiempo : 


_ta+a0, 
TT 


la velocidad de $ es en este instante : 


l, 


20, — 40, 


Un =D — [9d » 


y la velocidad angular: 


2 20, —20, 
PR PA 


1. Si. por lo tanto, 20, > 40%, M5, estará dirigido hacia la derecha 
y la rodadura prosigue hacia la derectia con velocidad constante 0g, = a (—0)). 


2.” Sí, por el contrario 20, <a, Dg, será negativo (en el instante en 
que ompieza la rodadura pura), es decir, dirigida hacía la izquierda y el 
disco retrocederá hacia O. 

Como en este caso ,< £, 
este retroceso hacia O em: 
pezará antes de que se es- 
blezca la rodadura pura. 


3. En el caso límite 
20, = a, se tendrá: f = 
la Us = 0, 04, = 0. Estos 
fenómenos pueden observar- 
se muy bien en un aro 
se lanza hacia delante dán- 
dole al mismo tiempo un 
movimiento suficiente de 
rotación (aw, > 20,-) 


En el diagrama adjunto 
se señalan las magnitudes de 
Dg DA y 40 para cada uno 
de los casos anteriormente 
señalados, pepinos 
por los índices (1) y (2). 


“acercándose a O 
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Soluciones 7140 —744. 


740. Las ecuaciones del movimiento del c. d. y. y del giro alrededor 
del mismo son: 


| M =B, 
dy 
¿ M aa A—G, 
| e o BBs P— A Geo 
(ie iS 7 LE 
siendo x =5 cos Y, y =3 sen q, las coordenadas dele. d. g. y M1 la masa 
de la barra. 


di dy ñ " 
Hallando Fa Y <p» ta última ecuación se transforma en 


Los p 


= 
y de ud =21dpse deduce: 
mt = Se (sen p, —sen 9), 
siendo p, el vator inicial de 9. 
Finalmente, de las dos primeras ecuaciones resulta * 
A =G[t—] sen y sen, + 4 sente, 
B == 46 vos p (13 sen y — 2 sen p,]. 
741, La varilla so separará do la pared, cuando desaparezca la presión 
B, es decir, cuando el ángulo valga $, verificándose la igualdad 
sun, = 4 sen Pa 
74%. La presión sobre el apoyo A os A=G 2. Ele d. go de la varilla, 
al desaparecer el apoyo B, adquiere lu aceleración 


ma 
La varilla comienza a girar alrededor de A con una velocidad angular 


A=Grd, 


siendo J = M (1,12 + 2%) el m. de i, de la varilla respecto a A. 
Como img = 2 A, la distancia entre apoyos que se busca será : 


2x = 1/y3. 


748. Resolución análoga a la del problema anterior. La presión sobre 
un apoyo cn el instante de retirar el otro es G/4. 


744. Sea D la presión desconocida en A y B. M y G la masa y el peso 
del tablero > y J su momento de inercia respecto a 4.8; la aceleración de su 
e. de g. será: 

ws = (6 —2D)M 
y la aceleración angular respecto a AB: 
4=Ge, 


en donde e=ri2, J=J,- Met = Mr/2 (r = radio del tablero). Intro» 
duciendo wy =eA, resulta inmediatamente 


D=G/4. 
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145147. Soluciones 


745. La presión Inicial en el apoyo F es G/2. 
Al retirar el apoyo F,, la aceleración del c. d. g. $ es: 


15 =(G—D)M. 
y sl no ha de cambiar la presión D en F: 
wy= 9/2. 
La aceleración angular de la placa alrededor de F es, slendo 
e=FizFS: 
A= Ge 
y el m. de 1, de la placa respecto al punto F: 
J=4M(0 20) 4 Mer, 
siendo a y b los semiejes de la elipse. 
Si se pone, además, 
wWa= 4. 
2a? = 5et 
y la excentricidad numérica de la elipse será ; 
£= ela = ya— Bla = y 275. 


746. Sea G el peso de la placa y S la tensión inicial en el hilo sin cortar 
AB; la aceleración del e. d. g. será 


3 = (6 —S)M- 


tendremos 


En el primer instante la ¡leed gira alrededor de un punto O que se obtiene 
hallando la intersección de la horizontal que pasa por S con AB. 
El m. de 1. de la placa respecto a O es: 
J= M (0/8 +0), 
y la aceleración angular alrededor de O será: 
A Go. 
Poniendo ahora Wa =c A. la tensión buscada en el hilo AB será: 


E ee 
S=aiAC 

747. Si se corta O B y se Jlama S a la tensión en OA, siendo x, y las 
coordenadas del c. d. y. de la barra, $ su ángulo de giro respecto a la hori- 
zontal y M su masa, se tendrá en el primer instante : 


en donde k = afy/1 es el radio de giro de la barra respecto al centro de 
gravedad. 
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Soluciones 748—749 


Como el movimiento de la barra A B tiene dos grados de libertad. las 
coordenadas x, y, g deberán estar enlazadas por una ecuación de condición. 
Sea, al iniciarse el movimiento, £ AOY = y; entonces tendremos : 


T—a/2008 p = —a senp, 
dinar 
de donde se deduce la ecuación buscada : 

xl + y! — az cos p— ay sen p = 3a%4, 


Haciendo y =h +7, considerando que 2, 7, P son cantidades muy 
pequeñas y tomando sólo los términos hasta el segundo orden, resulta: 


29 —ax—ahp =0 


Diterenciando esta ecuación dos veces con respecto a £ y teniendo en cuenta 
que en el momento inicial ; 


dx dy do 
2=0 7=% 3=% =% F-0 


se tiene: y de a 
2 2 
2h ridad y idol robe 0 
y de aquí, con ayuda de las tres primeras ecuaciones (y puesto que jj = 


s-YEa 


que es la fuerza o tensión inicial en el hilo OA. 


748. Sca q el peso por unidad de longitud de cadena ; supongamos 
la aceleración lo que se comunica al prisma está dirigida hacia la iequiera 


el trozo izquierdo de la cadena tendrá una fuerza de inercia L ¡y dirigida 


hacia la derecha y la tensión de la cadena en el punto más alto, para el que 
haya equilibrio será: 
qa 


Si=qasna— E weosa. 


Análogamente la tensión en el trozo derecho valdrá 


S,=qasenf + E meosf. 
se tiene: 
w= gtg(a — B)/2. 


749. Sean M y M, las masas de G y G, y w y 1, sus aceleraciones ; 
tendremos : 


Y haciendo S, = 


G—2Dsena dy 
M0 a AKÉÁ a 


M Sar 
y 
Deosa _ dz 
O dE 
Poniendo OA = y, OB = x, resulta : 
y=zctga 
5d ass 


de 
TA qa 80: 
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150—761 Soluciones 
De estas ecuaciones se deduce : 
5 GG, 
Asa (Getgu + 26,180)” 


Getga 6 
"== 2 qe "Taza, a 


Como w y w, son constantes, el recorrido de la cuña es ; 


P=1w4 
y el de las placas: 
r=iwf. 
760. Si R es el valor del rozamiento, la aceleración del e. d. g. será; 
Kcosa—R 
De NE: a 


y estará dirigida hacia la derecha ; siendo M1 la masa del rodillo con su eje. 
La aceleración angular del rodillo ulrededor de su eje, siendo J = Mk* 
su m. de í. axial, valdrá; > a 
a— Br 


de 7 


Como los puntos inferiores del rodillo tienen una velocidad nula, se verifica 
la igualdad : S 
Wa =--f 


Sustituyendo valores, se obtiene para el valor mínimo del rozamiento : 


ar + Ktcosa 
ETS 


R=K (dirigida hacia la izquierda) 


por lo tanto: 
id K r(r eos a—a) 
IT 
Puesto que 13 es constante, el c. d, g. tiene un movimiento uniformemente 
aeclerado, En el caso particular de que 7 cos a = a, resulta 10g = 0 y 
movimiento de S es uniforme. Todo cesto, suponiendo que 
Ra esto es /32 RIN, 


siendo /, el cocficiente de rozamiento de partida, N = G— K sena, y 
G = Mel peso del rodillo con su eje. 


761. La fuerza horizontal, que actúa con el €. d. g. es 
H =k:SA cosp— F = kx— F (hacia la derecha) 
La aceleración angular alrededor del c. d. g. vale: 


Fr de. 1 
A=G siendo J=37M=3 MM. 
Llamando w a la velocidad angular del cilindro alrededor de su eje, y es 
a la velocidad de su c. d. £. ; como los puntos inferiores del cilindro tienen 
una velocidad nula, se tiene : 
D3=r0w 


y 


Soluciones 752. 


de donde resulta la tensión de los hilos: 
F =kzx3 
H =2kz/3, 
La ecuación del movimiento según el eje x es: 
—Mzx=H=2kxf8, 


el e. de  lene, pues, un movimiento armónico simple a uno y otro lado de 
su posición media O, cuyo período vale 


2. 


y la fuerza horizontal : 


T=2a 


La fuerza vertical que actúa en S e 
V=kh—6G (hacia arriba); 
por lo tanto, debe verificarse G > kh para que el cilindro no se levante, 


762. Sea M la masa do la esfera móvil, G su peso y R el rozamiento ; 
las aceleraciones tangencial y normal del c. d. g. vendrán dadas por las 
ecuaciones ; 


(+77 = 7 (65e0p—R), 


CLA 1 
[a +) (5 = 5, (Gcosp— DJ. 
Por otra parte para el movimiento de la esfera alrededor de su c. d. g. 


tendremos ; 
d$ _ Ra ado 2Ma: 
== q» siendo == 


y Y el ángulo de giro total de la esfera respecto a su posición inicial, para 


a cual se tiene: AB=a(9—p) =p. 
De estas ecuaciones se cante: 


ey_ se 
dE ZN 
do 5Gsmp 
de“ 7Mía + y 
integrando : 
des 106 (1 
=“"“THE-5 > 
y finalmente: 
D=+G(17cosp -10), R=1Gsenp* 


Para hallar la posición en que ta esfera móvil se separa de la fija, hágase 
D= Ú y se obtendrá : 


10 
cos p,= 55 
independientemente del lamaño de las esferas. 
(Obsérvese que el coeficiente de partida j, correspondiente a la ruda- 
dira viene dado por fa condición : 
2senp 


: ¿E 
RSI,D odie Lo5= pt 
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753164. Soluciones 


Que este quebrado se hace infinito para y = f,. Las ecuaciones del muvi- 
miento halladas anteriormente sólo son válidas para esferas perfectamente 
rugosas, hasta el valor P=Q,. En la realidad (es decir siendo /, finito) 
cesará la rodadura para un ángulo p<, y comenzará el deslizamiento, 
Las ecuaciones del movimiento conservan entonces la forma dada, con la 
sola diferencia de introducir en ellas /D en vez de R.] 


768. Sean M, y M, las masas de ambos rodillos, r, y r, sus radios 
y iv, y 10, las aceleraciones de sus respectivos e. d. g. ; las ecuaciones del 


movimiento serán : 
Mw, = G, sena —S 
Myo, = 6, senf—S. 


Llamando 21, Ay a las aceleraciones angulares de los rodillos y 19 la ace- 
leración de la cinta que desliza sobre los planos, se tiene 


WMAwW= dy 0 —W0= Ts 
+MMA=Sr, iMpid,=S1,. 
De lo cual se deduce 


y 


G, sen $ — G, sena 
Ed > 
para la aceleración de la cinta deslizante y 

sE G,G, (sen a + sen B) 
3(6, + G,) 
para valor de la tensión que sufre. 


154. Sean z, y las coordenadas del c. d. g. de la barra 4B =2a, p el 
ángulo que forma con la vertical y durante cl movimiento, M su masa y A 
la presión sobre el plano. 

a). Slendo el plano completamente liso, S se mueve en la vertical 
y hacia abajo, puesto que su velocidad inicial es nula y no actía sobre él 
ninguna fuerza horizontal. Las ecuaciones del movimiento serán, pues : 


M¿=0, 
Mj=A—0. 
M 5 $= Aaseng. 

A éstas se añade la relación geométrica : 

y =ac0p, 
que derivada dos veces respecto a (, nos da; 

ij =—a(sengó + cos pg. 
De ésta y de las segunda y tercera ecuaciones del movimiento, se deduce; 
a(i + sente] $ + asenp cos pot = gsenp, 


que multiplicada por f e Integrada, con las conaiciones iniciales $ «<= 0 
para Y =a, da: 


we 


¿ls +: sp] pr 9 (cos a — cos p), 


de la que, para P = 1/2, P = w se deduce: 
awt=)gcosa. 
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Soluciones 155756. 


Como, además, 
A=G—Mi 


€ jj < 0, se verifica siempre A >0, es decir, que la varilla durante el mo: 
miento no se separa del suelo. 

5) Si el plano es completamente rugoso, el punto A debe considerarse 
como fijo, y la ecuación de ¡momentos da : 


mMi7 $ mgasenp 


ki cual integrada, como antes, di 


2 
3 


*= q (cos U — cos q). 


proporcionando para y — 1/2 el mismo valor de e» que en el cas0 a). Tu 
ién en este caso se Verifica siempre 4 > O. 
755. Las ccuaciones del movimiento empleando las notaciones del 
problema 754, son : 
ME=/A. 


Mi =A- 


a 
MEE = Ad (sen p—f eos q. 
Además, ha de incluirse la relación geométrica 


Yy=acosp. 
derivando dos veces * 


Ya --a (sen pp -cosqgya. 

Las condiciones iniciales son: para p =«. E =0, por lo tanto 
o A 
a sena py = 


sustituyendo el valor de $, que da esta última ecuación en la tercera de las 
del movimiento, resulta : 
A Geose 
E dose + sena sen (a — 9) 
siendo tyo =f. 
756, Llamando G al peso de un rodillo, AZ a sumasa, r a su radio, Da la 
presión entre dos y haciendo, además, 


E OR=y 0=x 
se tiene 
ny 


siendo la aceleración del punto 4 


dy _2Deosq — 
A 5 


y la aceleración del punto € 
Br bsmy 


a E 
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21. WrMTENRAUER: Problemas de Mecánica, 1 


157. Soluciones 


Diferenciando la primera ecuación se obtiene : 


de y 
E A 
dix (dt dy 
“de? Yan + (5 = 
o 
diz te (as 
tap? E Te + SS). 


Eliminando D y = con ayuda de las ecuaciones de w y w, y utilizando, 
además, las relaciones 


2 É Y 
MP Os P =p 


la última ecuación diferencial se transforma en : 


(agy de 
Bry (2%) + 0) 7 A Y O, 
que puede también escribirse ; 


8rig 1 dni yd 
(a "A p7% 


+9=0 
Aria ya 
(A (a 21) 20005 
por lo tanto, la velocidad del rodillo de en medio es: 


4n-—y 
Pm E - [C—29y) ad 


Al principio, tenemos + 
p=0 y=ry3 
por lo tanto : 
4n—p 

Ty 
y para la velocidad en el instante del contacto del rodillo de en medio 
¿on el plano, tendremos, siendo 

y=0: vi=2y3gr. 

257, Sean az M, las masas del peso y de la cuña, G, el peso de la 
cuña y D la presión entre G y la cuña G, ; las ecuaciones del movimiento 
«el punto G son: 

Mi= es ON 
Mi =Dcos (B—a)— 


MA como la cuña tiene un movimiento acelerado, siendo D, la presión entre 
a 


a cuña G, y el plano inclinado fijo, las ecuaciones del movimiento del punto 
son: 


v=29(Y3—y) 


Mé, = Dsen(B—a) + D, sena 
Múiji = — D eos (8 0) + D, eos a-—G, 


— 3222 


Soluciones 758. 
ia se tiene E RÓTO 
Y =(0—x,)tga, 
poniendo DE = a. Las dos últimas ecuaciones di 
I— $ = (6-2) 6 (84), 
Ys = -—1. ga. 
De éstas y de las cualro primeras ecuaciones se deduce 


G, cos f cos u sen (8 — a) 
e E 
. G, cos B cos a cos (8 
1 -o[t ar 
eos e [Gu sena + Gsenf 
NR EST 

Sa! dal 


4) La aceleración 10, de la cuña sobre el plano luelinado, siendo AB >s,: 


]. 


8 01 


BY 


y de aquí: 


ES 
o bien, puesto que 2, == 5, cosas 

e di, sena 
e y 
e hos 
movimiento es 


en feos (8 0) 
sentó 
'niformemente acelerado, es decir: 


$ tz 


b) La uceleración w del punto G sobre la cuña, siendo TG 


resultando, como antes: 


5 = 1002 

e) La trayectoria absoluta del puntu G es una recta cuya inclinación y 
respecto a la horizontal está duda por: 

” 6 sentá sd 
MAS apa y tt 4) 
M cos a cos A 
0D Os a 
e D, = (3 


1 
MA a 


= 5, tendremos 


$ sena = 2 usen p. 


sena = 2a vos pp 


y haciendo P = wm. 6 resulta: 


3 sena = 2a (0 cos p—- et sen q). 
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758. Soluciones 


Siendo ML, y la masa del peso descendente, la tensión Y del cuble se 
licando el principio de d'Alembert ; 


T¿ Mur =0, 
y, por lo Tanto, 


124 Mi=0 


Lin (00? sen p — 2 cos 9). e) 


na 

Por otra parte, llunando x e y a las coordeuadas del c. d. g. S de la barra 

M a suomasa, y A y Ba las presiones en Á y B, tas ceuaciones del movi- 
miento del punto $ serán: 

ME= Teosa- Bsení (6) 

Mi >= AG + Beosa 

LA p = Barcos (u—$) + 


T sena, (0 
"a sen (a — p)— Á a cos p. (1 


en donde k == 443 es el radio 
De las relaciones geométricas : 


y «a(2 0 2 sn p olga — cos q). 


de giro de la barra respecto « 


y =aseny 

so deduce : 

fi = um (2cguros | sep), 
y 


= 40 cvs P 


i=a0 (2 e4gasene + cos pao (2 ely a cos psen q), (e) 
l=--aotsenp 40 cos q. Mm 
Lliminando entre las ecuaciones (a) a (1) las cantidades 


AB, TB D 
queda: 


20 (Q costp + 6 [eos a cos p cos (4-— p) + 4senta)) 


El 


+ 0 (G cosa son (a — 24) --Q sen 29) = 37 


cos y sena (20 — Gsen a). 


1 ecuación puede escribirse también ; 


d (Cor) = E sen a cos P (20 —G sena) dp, 


en donde € es el factor de 26» cn la ecuación anterior, e integrando y teniendo 
en cuenta las condiciones inicmles 4 = 0 para 0 = 0. 


Cr 5 sena sen p (20 — (sena); 


La velocidad del peso Q se deduce de 


ds 2uvosp 
== ma o* 

A 
y ELPLOSP o sema) 


Tsena 
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Soluciones 159165. 
759. Siendo nulas las velocidades de las masas al principio y al final, 

del movimiento, se tendrá, igualando los Lrabajos de los pesos m9 y mg 

eos má= 20 (ya TE — a) 

de donde puede despejarse h. 


760. Como en el problema anterior, el principio de la conservación de 
In energía. conduce a la ecuación ; 


Mx cosa = my RT 
de la cual puede deducirse 2. 


761. La posición de reposo más próxima está a las distanci 
O, y atz de O,. Los trabalos de ambas fuerzas de atracción son 


Ay =—¿ka para Oy Aj = +Bka* para O, 
[Siendo x la distancia del punto u O, el trabajo de ambas utracciones es: 
x 
fea 3) da; 
als 
si la integral se toma entre los dus puntos de reposo, debe verificarse A == 0 | 
762. El trabajo de las tres fuerzas de atracción en: 


13412 de 


a - [rms 100 de) sfimm al —dx) 


designando por E Ta distancia del móvil al ata A. 
ciendo 
A=m0/2 


vw = 56 km, al. 


268, Siendo mula la sa cinética del punto m en ambas posiciones 

de reposo, nula será también la suma de los trabajos de las fuerzas que ar- 

túan sobre él. 
Tendremos, pues ; 


resulta 


dam 22 


1 dos p (dz) > 


(—dx), 


muay 
(hay 


e integrando ; 


«de donde 


764, o = y3gl. [Energía Inicial: ¿404 =3 ERE S 


cero; trabajo del pes cen 


.) G Py, » energía final: 


765, E] =VéR. ita energia cinética de cada varilla en su 
posición inferior es igual al trabajo del peso 
GUI —cos 9/2 = G,h, (1 — cos 4,32.) 
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16611, Soluciones 


E 116, (ay 
168. DeA=35 (3) (37) 


A Mina=dyid, resulta: n= 40,  n¿=380 
767. La energía cinética del rodillo es 


T= For, Y 5 En, ( = Peso del rodillo. 


Suc. d. g. S als $iv1 de O; cuando Mega a la posición inferior, el tra» 
bajo realizado por el peso es: d 
A=Gr(VI—1). 
La Igualdad T = A (puesto que T, = 0) da 0,4, y la velocidad del punto A ; 
16 E 
Umar = 5 91 (121). 
768. Como el peso está en reposo en lus posiciones inicial y final, la 
suma de los trabajos del peso y de la tensión del hilo será nula : 
Gx—kz/2=0, de donde 2==2*= ?26G;k, 
y, además, se tiene x, = G¡k. 


769. Siendo 4 el alargamiento del hilo en un instante cualquiera, su 
bos elástica será K =k2 y el trabajo desarrollado al estirarse el hilo 
será: A 


fx eb, 
o 


slendo l = rg el alargamiento correspondiente a la posición más próxima 
de reposo momentáneo ; si el peso (; desciende la altura x=, su trabajo es 
Gx, siendo  = Ro. Como la energía cinética es nula al principio y al final, 
la suma de los trabajos también lo será, y por lo tanto 


—k1'12 4 Gr=0, 


zx 1 2GR 
===" 


de donde 


770. Para la pago de equilibrio se tiene tg a = a%/b%, 

Considerando la oscilación del ángulo desde la posición A“CB” hasta 
la posición inmediata de reposo momentáneo, la variación de la energía 
cinética es nula y, por lo tanto, será nulo el trabajo desarrollado : 


A = 2aga sen p — 25qb (1 —cos p) = 0, 
siendo q el peso por unidad de longitud de varilla. De lo cual se deduce ; 
8(9/2) =ajbr y p=?%a 
771. La energía cinética inicial es: 


A 
en donde J, momento de inercia del rodillo hueco, vale: 


aly 
S= TR 


El trabajo del peso es A=—Gh. 
— IS -— 


Soluciones 1776, 
Poniendo —T, = A =— Gh, se tiene 


y con los valores numéricos dados ; 
o =4,195=, 


FAA 
de donde sale ». 


778. se Iguala a coro la suma de dos trabajos: 
P(+a)- 60 + 2 res - 


En esta ecuación P= a p es la presión io el émbolo (trabajo Ps) que 


es Igual a la presión oleS e inpa, del cilingro (trabajo Pz): y además yu 
es el acortamiento de los muelles F, que vale 


u= HZ te rs) = C(r ts). 


Sustituyendo valores se tiene : 
(P— FJC)Ha + $) —hCU(x + 5)12 <= kr 0, 


x= 25 mm. 


de donde 


sena 


114 Blar=s —cos a). 
[El trabajo total debe ser cero. Él trabajo del peso es 


Gs sen a. 
y el trabajo de rozamiento ; 


—/(G cosas + Ga).] 


175. f =f, cosa—sena. 
[El teorema' de la energía da para el trozo G, de) cuerpo: 


16 
—7*=—Giés 


en donda y ela velocidad del enorpo en 4 y por el cto 1020 6) se ios 
—_ 5 Se ya = Gps, sen a— Gy es, cos a). 
1 . 1 
776. Se tiene Ax = Dsela(3) a 3 
de donde 


me 191, 
Ar 07 00. 


NR 


771181. Soluciones 
777. Energía cinética del árbol, al principio : 
1 1116 nat 
Tin G 
Energía cinética al final 


T=0, 
Ar =—//Gl2raz, 


Trabajo del rozamiento : 
y de TT,=Ar: 
ra 
2277 = 904 vueltas. 
7 En 
718. 5 q] = 10,098 mn. 


770. 0? =29 (r(1—c0s 4) + f (U + rsen a)). 
Trabajo del peso: 


— Gr(1—cos a); 
trabajo del rozamiento : 


« 
—1/61 —f16 cosprap; 


energía cinética inicial: 


780. ze 172,7 m. 


¡Energía inicial : 
16 
25” 
trabajo del peso; 
-- Gu sen a: 


crbajó del rozamiento en los gorrones y en la rodadura: —G cos ax, 
siendo 
0,064 cm. +0,05 em, 


*- UN = 0,0725, 
de donde: 
ys 
mara: “samL) 


781. La energía cinética inicial de la barra es: 


La... 
=37% 

y la de la esfera ñ 
T,=3/0, 


siendo J su m. de i. respecto al eje instantáneo de rotación situado en el 
plano horizontal y w la velocidad angular alrededor de este mismo eje; 
se liene 


El trabajo del deslízamiento de la barra es; 
G 
Ai=—/ Y 
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Soluciones 782185. 


y el de rodadura de la esfera: 


(-2)» 


siendo f y f¿ los coeficientes de rozamiento al deslizamiento y a la rodadura 
respectivamente. Escribiendo < 


(T, + T)=A, + Ap 
se deduce : 


Ú y 


782. Lu energía cinética del peso en su posición más baja es ; 


Gu(t—cos 4) =35 
que se consume en el trabajo del rozamiento /GÍ; de donde: 


/ = a(1 cos 0)/l. 


788. Para la posición extrema de equilibrio de la cadena, se tiene : 
fe 


Xy. 


7 
El trabajo del peso para el desplazamiento dx es gadz, el del rozamiento 
— /[0((— 2) dz; por lo tanto, la energía cinética al final del movimiento será + 


y 1 
1gl 
3 z vi = furar— li(l—2)dx, 


de donde 


784. Haciendo que la resistencia R =/,G/r del movimiento rodado 
actúe en el centro de la esfera, su trabajo será — Rz. La energía cinética 


E 
inicial de la esfera se compone de la energía en el e. d. 83 : e! más la de- 
bida al giro alrededor de dicho punto. 


1 126 q 
O) a 
De T, = Rz se deduce inmediatamente : 


Le 
ñ 109Í," 

185, Sea p= la presión (supuesta repartida uniformemente) por 
unidad de superficie: tomemos a la distancia g del eje un área anular 
20xdg; el rozamiento en ella vule 

1p2ende 
y el Irabajo del rozamiento hasta el reposo, para ésta área será 


—(¡p202d0) 2oxx. 
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786—190. Soluciones 


El trabajo total del rozamiento en todos los anillos análogos contando hasta 


el reposo, valdrá: E 


Ar =—4m ¡pal edo = — impar. 


0 
La energía Inicial es 16 (am 
T=3; (5) E 
De Az =—T, se deduce; rata 
5075 (vueltas). 


786. Como el c. d. 8. común queda en reposo, se tiene: 
Gs, —Gs =0, de donde s, =5G/G,. 

787. Se verifica x= 0. 

788. El retroceso del cañón es: 


[El teorema del c. d. g. da para la velocidad del retroceso v, del cañón 


mo 
Mo, =m(P—05), de donde => 
y el teorema de la energía da la ecuación 
1Moj=/Mgx, 
de donde se deduce x.] 

789. Si cuando el prisma G llega a la base del G,, éste se ha desplazado 
hacia la Izquierda del :nto z, el G habrá recorrido el camino horizontal 
b, —b —..Como sobre el c. d. g. del conjunto de ambos prismas no actúan 
más que fuerzas verticales, debe verificarse ; 

Gr —G(d—b—2) «0 
de donde 


790. Llamando x y z, a las distancias de ambos puntos a la posición 
Aniclal G después de transcurrido un tiempo cualquiera y ¿la distancia del 
centro de gravedad del conjunto, se tiene 


Al principio es ¿=0, £, 


Sustituyendo en la ecuación de £: 
E=h, z=g02 2, =h—ct+g0), 
resulta para el tiempo buscado : 


1 A E 
To era (6 + VOCE E) Feel. 
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Soluciones 791—796. 
701. En el instante de la separación de G y Gy se tiene: 
(G + G)o0, = Gu + G, (e, —C), 


siendo », = ccos a la componente horizontal de la velocidad del c. d. g. del 
conjunto. De aquí resulta: 


Llamando W al semisalto o semialcance del gimnasta (mientras asciende), 
W, al semisalto después «de lanzar el peso (o sea mlentras baja) y ha la 
altura del salto; se tendrá : 
da 
= ya 


e*sentacosta _ 2ojh 
anta E. 


W=- W= zen 


G, ec, sen a 

G 

792. Según el teorema del c. d. g., la velocidad inicial de la lancha es 
6 


2=VE0—0)= MW 


y su aceleración o de la ecuación 


y de la condición Inicial £=0, 9 =0,, resulta 


GG,c 
"= EE Ggact 


198. No habiendo rozamiento, el disco menor no girará y sólo tomará 
un movimiento de traslación. El punto A describirá uh arco de círculo al- 
rededor de un punto B tal, que B40,0, sea un paralelogramo. 


794. El eje instantáneo de rotación es una recta horizontal perpen- 
dicular al plano de la figura a la distancia r(l— ¿cos p) verticalmente 
sobre N. [No habiendo rozamiento, el c. d. g. cuerá verticalmente y el 
punto N se mueve horizontalmente; partiendo de estas dos direcciones 
del movimiento se puede deducir gráficamente la posición del eje instan- 
táneo trazando las normales respectivas.) 


195. Sea J el m. de i. de ambos discos respecto a su €. d. g. común; 
la aceleración angular 4= 2KR/J se producirá alrededor de dicho punto 
puesto que queda en reposo. 

Tomo se Lene: 


93 GR 2KR_ 320 Kg 
=>» resultará ¿=== 77 GR 


796. Se traza por el e. d. g. de la placa una horizontal y se halla su 
intersección con AB; este punto es el polo de giro del movimiento en el 
primer instante. Obsérvese, sin embargo, que la velocidad inicial del disco 
es nula, no existiendo más que aceleración (véase el problema 
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797. Soluciones 


797. Sobre el e. d. g. S del conjunto de M y m actúan solamente fuerzas 
verticales y como, inicialmente, estaba en repuso, sólo puede caer vertical 
mente. Llamando £ y x las distancias horizontalesde los centros indivi 

4 cine de gravedad de 3M y ma la vertical de S ¿ten- 
diremos ; 


Mi=mx 
y diferenciando dos veces 


o bien 
MW a MW 

La aceleración relativa wp de m tiene la dirección de la 
Cara BA de la cuña. Según las leyes del movimiento relativo: 
'g = acel. absoluta del punto — acel. de la cuña (aceteración de urrastre) 
o sen e E 

Dg = 0, —U (véase figura) 
estando la_aceleración ¿Y de lu cuña, dirigida hacía la derecha (es decir, 


siendo — w si se toma hacia la izquierda). 
La aceleración w, absoluta del po se compone de la aceleración y 
de la gravedad y la procedente de 1 que vale D/m 3 sus componentes son”. 


D Mw 
Wy¿= Sena = o sea Dra” 
w 2 
¡y = 9 7 Cos de 
Según la figura, se tiene, además, 
1 y 
tga = a 
y sustituyendo los valores de w, , y W,y: 
» do y PLE0s Usen a 
Mmm 
de donde 
Y M cos a sen a (M_+ m) senta 
== Momento Mo na: 


Mw _ _Mmgcosa 
sena" Mi msenta” 


La aceleración absoluta 1, del punto material m es : 


Y) VR OF EME ma 


y Su inclinación sobre la horizontal : 


D= 


7 tg a. 
M 
ndo p constante, la trayectoria absoluta del punto m es una 
nclinada p respecto a la “horizontal. La aceleración relativa es: 
Wy _ (M+m)jsena 
sna" “Mimsnta” 
y 4) la presión entre la cuña y el plano horizontal ; 
M(M + mg 
M + msenta'* 


RÁ 


17) 
recta, 


w=- 


D,=My+Deosa= 


Soluciones 798—S02. 


798. Las dos fuerzas que se producen en el choque dan momento nulo. 


799. El gato primeramente estira las patas traseras para producir 
un momento de inercia, respecto al eje de su cuerpo. lo mayor posible, al 
mismo tiempo que encoge las delanteras para que la parte anterior del 
cuerpo dé el menor momento de inercia posible. En esta posición, hace 
girar a la parte de delante un ángulo, todo lo mayor que puede, y elaro 
Está que la parte trasera girará on Angulo más pequeño, en consonancia 
con su mayor du. de i., en sentido contrario. En seguida repite el proceso 
a la inversa, es de »ncogiendo las patas traseras y estirando las delan- 
teras, consiguiendo hacer girar a su parte trasera un ángulo grande y a lo 
delantera un ángulo pequeño. El resultado es que da a todo su cuerpo y en 
€l mismo sentido un giro determinado, Este proceso lo repite el animalito el 
múmero de veces que sea necesario. 


$00. Sea 1 la longitud del trapecio. 2ú y 25 las longitudes del hombre 
(como si fuese un prisma) cuando está encogido y estirado respectivamente, 
Xí y m Jas masas del trapecio y del hombre, J'el m, de i. del trapecio, y € 
la distancia de su e. d. g. al ejé de giro. Supongamos que el Lrapecio parte 
de una posición inicia) a von el hombre encogido y que lleva en el punto 
más bajo una velocidad angular o. En esta posición el hombre se estira y 
do se convierte en 61 con lo cual el trapecio sube hasta el ángulo f. Ten- 
diremos pues las ecuaciones : 


yA ot =2yA "senta 2, Ao=B0, Y Bo? = 29 B' sent $2. 
en donde A=J—mi—da?4ma, AR Me + m(—a). 
B=J- m(--b)! - ¿4mb, B'=Mc=míl- b). 
De aquí se deduce 
serBr2_ AAN 
naa = BH 
a causa de que a<b<12, es 4>B, A > Bi 


>1, osca B>u 


$01. Sea 3 la masa de cada hombre, m la de la cuerda y M li masa 
de la polea reducida a su contorno. 

Sula », y 0, las velocidades absolutas del que trepa y del otro; los mo- 
mentos, respecto al centro de la polea, de las cantidades de movimiento 
han de ser cero : se tendrá, pues * 


Mor =(M + m + M)os- 
Ahora bien: 04 = 0, — Uy, de donde: 


MimiM dd, MI 
Mmm? Sim M 


En el caso particular m —0, M0, tendremos 


dy = 04 = 12 
es decir, que ambos hombres Jlegan arriba con igual velocidad. 
802. El momento de las cantidades de móvimiento del eje giratorio 


con su brazo y de la masa Dí que éste sostiene, alrededor del eje, ha de 
ser constante ¿ por lo tanto : 


(4 M3) 0 =(J + M0) 0, 
de donde 


$03—810. Soluciones 

$03. La igualdad de las canlidades de movimiento angolares, da in- 
mediatamente- 

GU-meo=iMato, 
804. La igualdad de las cantidades de movimientos angulares da: 
Co=Cw 

Si todos los radios r disminuyen en nr, el radio de inercia k también dis- 
ininulrá en nk y se tiene 


C=MK, C=M(k —nkji= MK (Í 20) 
siendo n pequeño, Tendremos, pues ; 


wm 
o] 


=1 2 
05, Se tiene la ecuación : 
Miko =(MÍ 2) 05, 


de donde 
ON ME y 2 
O MRE B dl 
$06. Como antes, se ha de verificar la ecuación ; 


Mato = (Mat ¿Mar -3Ma) MM. 


de modo que: 
0 


2" 


$0: Como el <. d. g. del disco está inicialmente en reposo, Ja cantidad 
«de movimiento angular alrededor «el nuevo eje en el instante de fifarlo es ; 


. . 
MFo=M (5 + a) y de donde =$. 
$08. La ecuación de momentos para el punto fijudo da: 
13 30 
mula micos, de dende 0 = e 


y la magnitud de la fuerza del choque es: 


Y =m(o-10) =m(v -=) <T. 


309. Seu « la arista de! cubo y a el ángulo entre la diagonal y lu arista 
fijada ; la igualdad de momentos de las cantidades de movimiento respecto 
«los dos ejes considerados da : 


mao” cos 


=(ma + 4m0a) 0,, 


el resultado se deduce inmediatamente. 


y como cosa Ly, 


SiO. "Tomemos ut sistema de ejes (fijos) que en el instante considerado 
coincida con los ejes principales de inercia respecto al punto fijo. Sean 
P» ys 1 las componentes de % según estos ejes. Jas componentes de la ve- 
locidad B¿ de un punto cualquiera P (x, y, =) son: 


O E E 
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Soluciones 811—812. 


y, por lo tanto, la componente según x de la cantidad de movimiento an+ 
gular será: 


Ha [(o,—20) dm = Ly (y 42) --=(02—p2]dm= AP, oto.. 


puesto que los momentos de desviación ) yzdm... respecto a los ejes prin= 


cipales de inercia son nulos y que los moinentos de inercia principales tienen 
los siguientes valores : 


A=Í(+zmdm B=i(*+x)dm C = (e + y) dm. 
El elipsoíde de inercia respecto ul punto P tiene la ecuación ; 
AR? —- By+Cri=c, 
y los cosenos directores de la normal en P (z, y, 2) son proporcionales a: 
Ax, By, Cz. 
Si, por lo tanto, %) cae en la dirección O P, de modo que 
xy 
Ax:By:Cz=Ap: Bq:Cr, 


¡2=p:g3r, 
se tiene: 


y los cosenos directores de la normal en P resultan proporcionales a Hy 
H,, H, y conjugados con p, q, 


SIL En el movimiento libre, de fuerzas, el par de impulsión Hi es cons» 
tante durante todo el movimiento en magnitud y dirección y también es 
constante la onergia cinética T. La proyección de io sobre H será, pues ; 


PAp+qBqg+rCr _ 27 
e const. 


(o cos (0, H) = 


Como 

Tej(ap? - Bqt = Cri) = const, 
existe un elipsvide £ semejante al de inercia y fijo al cuerpo que es el lugar 
geométrico de los extremos de los vectores de 0. Si se tiene en cuenta el 
teorema que acabamos de demostrar de que la proyección de «w sobre 


Fi es constante, y, además, la construcción indicada en cl problema anterior, 
se ve que cl elipsoide T = const. durante todo el movimiento es tangente 


al plano e, que pasa por el extremo de 0 y es perpendicular a H. 


812. El elipsoide de inercia del cuerpo móvil U 
principales, la ecuación : 


ne, respecto a sus ejes 


A+ Byt4 Ci= 1. 


La distancia del centro al plano tangente trazado por el punto P (z, y, 2) 
es constante y vale: 
p! 


MA= 
Adi Y Bao Cm 105. 


const. 


o bien es, 


Esta ecuación unida a la primera define el cono polodial 


813—815. Soluciones 


$13. Siendo $9. P, y los ángulos de Huter, la velocidad angular 3 
(véase figura) se compone de : $ alrededor de OK, pp alrededor de OZ y P 
alrededor de Oz, De ellas, la $+ puede descomponerse en: $) cos psegún Ox, 

sen y según Oy; y puede descomponerse en y; cos 9 según Oz, sen $ 
'gún el eje transversal normal al nodal ; la última a su vez se descompone 
en: sen $ sen p según Ox, sen Y cos y según Oy; finalmente $ cue en 
la dirección Oz. Sumando ordenadamente las componentes según Ox, 
Oy y 0z se obtienen las expresiones buscadas. 

La fuerza viva se obtiene sustituyendo estas expresiones en 


T= ¿4 (p* +9) - Cri, 
$814. Comtu en el giróscopo libre, el impulso Lotal 1f = const. y como 
5% 


ma send y - C(ó + pcos Y) cos $ Ho 


== Cléb > pens 9) =Cr = const. 


también lo es A y (pq). es decir, la componente del impulso en el 
plano xy, la cual para Hf= 0 cs: 
AP A ysen Y. 
Para los pa de los movimientos perma- 
ñ 


nentes es válida, por tanto, la figura del margen. 
Las proyecciones normales a Ef dan la ecuación: 


Cl + cos $) sen Y = 4 jp sen eos Y, 
éste cs, con $ = 4 = Y. sen Y == 0, y bien 


A 4 Ca EN 


eo 


Dadas dos de las tres cantidades », y, $ la tercera queda determinada. 
Para valores 4 = const. representa esta ecuación en un sistema coordenado. 
44 Y un haz de rectas que pasa por el origen. 


$15. Cuando cl momento del peso M gAsen $ actúa sobre el giróscopo. 
el vector de impulsión no permanece constunte en magnitud y dirección 
En los movimientos permanentes $ = const., la proyección del. vector 
de impulsión sóbre la vertical debe ser constunte puesto que el vector 
momento de M gh sen $ tieno dirección horizontal y la variación por segundo 
de la componente horizontal /7” del impulso, es decir Lp debe ser igual 
al momevto horizontal : 


Hp = Mahsen Y 
Ahora bien: 


H=CrsenY -Ayp cos Y= Crsenf 4 psengeos Y. 
de dond 


pLCÍ tacos Y) sen Y a je sen Y eos Y) = Mghsen Y, 
esto es: 


- E Myh Y 
il nos YY 


seng=ó, o bin > 


Esta relación puede representarse en un sistema coordetado => y da 
para <= const. un haz de hipérbolas. 
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Soluciones 816—817. 


$16. Obsérvese que el enunciado : + Variación del par de impulso en 
la unidad de Liempo = suma de Jos momentos actuantes» sólo es válido 
para ejes de referencia fijos, exactamente lo mismo que «1 enunciado de 
la mecánica del punto : 4 Variación del impulso en fa unidad de Llempo 

M 
21D suma de las fuerzas actuantes» sólo es válido para ejes de 
referencia fijos (o, mejor dicho, para ejes no sometidos a aceleración). 
Cuando los ejes son móviles, hay que añadir términos complementarios 
(correlativos a las fuerzas de Coriolis en la mecánica del punto). 

Para los ejes fijos, tenemos las ecuaciones : 


E diz 
a Ma GM Ma 


Designando los cosenos directores de los ejes móviles x, y, z respecto a los 
fijos NYZ con las notaciones del siguiente esquema 


se tiene 
Hx=0,H, + BrH,y + Y Ho 


y se deduco, derivando, puesto que 
da a dy 

Forro Peypar Leah. 

dí dl dí 

la ecuación 


dHx 4H, 4H, dH, 
A 


Hr 0 He + (Mp 017) 1, + (19 — PP) Hao 

Si en el instante considerado hacemos coincidir los ejes móviles con los 
fijos, se tiene a, = fa = ps = 1, todos dos demás cosenos directores son 
cero y resulta; 

d 

pri +4H,—TH,= Mo, 
o sea con H,= Ap, H,= Bq, H,=Cr: 

d, 
AR + (C—B)qr= Ma 

y otras dos análogas para los otros dos ejes. 


817. El momento necesario se determina por el teorema de la impulsión. 
Supongamos horizontal el eje del volante y el eje del giro efectuado Y ver- 
tical (Véase la figura). En el tiempo dt, el extremo del vector 17 hace el re- 
corrido Hd y en un plano normal al eje de figura y al de giro ; la velocidad 
de su variación es pues : 

Hp=C00, 
y está dirigida hacia atrás. Este es, al mismo tiempo, el valor del momento 


necesario para desviar el eje. El efecto del giróscopo es opuesto a él. Este 
+momento del efecto de giróscopo » es, pues, representable por un Vector 
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818—819. Soluciones 


M dirigido hacia delante y tiende a enderezar la punta del círculo, es decir; 
a que sean lelos el giro propio del giróscopo y el giro del propio eje 
(teorema del paralelismo concordante de los giros). 

Si el eje del anillo, no forma con el de giro el ángulo 21/2 sino otro cual- 
quiera $; la ecuación correspondiente (aproximada) será : 


M=Co0w,sen Y. 
818. Cada elemento de anillo efectúa, además del giro unilorme w 


alrededor de z, otro giro uniforme «, alrededor del eje Z. La aceleración 
absoluta está, pues, dada por la ecuación : 


De =D, +0, + Ds 


Siendo dm la masa de un elemento de 
con el eje Oy, la aceleración de Coriolis 


lo y w el ángulo de su radio r 
drá Y 


10, = 207 0%, endonde 0¿=09SNP, 0¿=T0, 


y, por lo tanto, 
We = 2r 090, sen Y 


para la mitad superior del anillo en la dirección + x, y para la inferior 
en la de — x (véase 1; nd del problema 817). 

Siendo normal el movimiento relativo del anillo, la w, no tiene 
influencia en él y debe comunicarse desde el exterior sobre el eje del anillo, 
La reacción del anillo contra este movimiento será el «momento de ges €. 
co] M buscado. El efecto del movimiento del eje giratorio del anillo se 
míde por la suma de todas las w,dm. De ellas quedan solamente la suma de 
los momentos respecto al eje y ; el momento de giróscopo vale, por lo tanto : 


21 22 
M= Judmr sen p- faro, sen Pq rágrseng=mrtow, =Crto 0, 
0 0 


como antes, y tiende a levantar el extremo del eje. 


819. La energía potenclal es: 


U=-— 

y la ecuación 

JU mm 

SE -= km [2 -B5] =0 
da la posición de equilibrio ; además 

eu mn, 7 

SE =—2km [5 + «=5] a 
Ysomo ésta es < 0, resulta U máximo y por lo tanto la posición de equie 
librio es inestable. -— Desplazando un poco a m de $u posición 48 equiliz 


brio, por ejemplo, hacia m,, la atracción de m, se hace mayor, la de m, 
menor, y por ambas razones m tiende a alejarse más y más de su posición 
de equilibrio, luego éste es inestable. 
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Soluciones 820. 


2 Ma una posición x, y de m a un lado de a recta mm, la energía poten» 
cial es: 


0 + mp) 
VERA" 
de donde se deduce 

SE emm Fm y ] 
dy = EN 


en la posición de equilibrio es y = 0 y 


SU 1 3y 1 3y 
A A E 
oy VERO Yo YAA YA 
para y =0 se tlene > > 0, es decir, que tiene un mínimo y la posición de 
equilibrio es estable para perturbaciones normales a m,, m,. Efectivamente, 
un pequeño desplazamiento normal a m, m, produce fuerzas que tienden 
a pujar el punto hacia dicha línea. 

si 


irvese que la superficie U = U (z, y) en la posición de equilibrio 
tiene un punto hiperbólico. 


820. Siendo 48 =a y x e y las coordenadas del punto de neción de 
G, la energía potencial es 


U=[—-6y + PY ++ Qi 2 y 


La posición de equilibrio sale de las ecuaciones : 


pz bh a—z O 
TA A 


QU Y Y 
e o e id 


De la primera resulta ; 


(Pr 0) xt (a —2) 


1 
y de la segunda 
Y PT Qha= GU 6 Yara, 


por lo tanto: 


Pta Se 
E A 
Además, se tiene 
9Uu Pi a 
PA 0, 
e e 
ou Ed CAN R 


A il 


por lo tanto U es un mínimo y el equilibrio estable; lo cual puede fácil- 
mente, comprobarse con un pequeño desplazamiento. 


—339— 


821—824. Soluclones 


$21. Sean z, y las coordenadas de C (véase la figura del problema 81) 
respecto a la horizontal y a la vertical que pasan por el punto medio de 


AB ; la energía potencial será : 


¿Pio eVE ls eV de, 


y la posición de equilibrio está dada por las ecuaciones : 
3u 20x 


dx 


bu 


=0, osea r=0, 


qu 


En el 
Vos 


como en la solución 81. Además, para esta posición de equilibrio 


Py 2 20 
So 


: cr 
0 A 


a 
ví y 

ou 2 20y* 20014 Qu 

A GR, > 0, 


0,1 q Vi-yt 


hay, por Jo tanto, estabilidad contra toda clase de perturbaciones. 

Esto se comprueba también, considerando las fuerzas que actúan en 
unu posición próxima a la de E gine no C hacia la izquierda, 
la cuerda tiene menor inclinación respecto a la horizontal y su tensión a la 
derechu uumenta, mientras que a la fzquierda disminuye 'y, por lo tanto, 
(3 tiende a volver a su posición. Lo mismo sucede con uri desplazamiento 
vertical. 


822. Para una ión próxima, la dirección y magnitud de las fuerzas 
permanecen invariables. 


828, La energía potencial es: 
U = a [G, cos p, + G, cos (4 — pi). 
La ecuación 


JU 
dp," — “(Gi sen p,— 6, sen (a— p1)] = 0 


da la posición de equilibrio, y como 


ou 
Sp" — 0161 0os q + G,cos(a— pp) <0 


la posición de equilibrio es inestable. 


824. Considerando un pequeño desplazamiento a partir de la posición 
de equilibrio, se ve que B en su trayectoria llega a un punto más alto y 
esto es una señal de inestabilidad. 

Por el cálculo, tendremos: U = Gy, en donde 


Y = [cos p—actg o. 
NE 


Soluciones 825—827. 


La ecuación 


da la posición de equilibrio sen p = Ya, como en la solución del problema 
22; además 


ra —lcosp— 
lo cual significa incstabilidad. 


826. Calculando la distancia TÁ = p en ol triángulo A BC se obtiene 
para la distancia vertical entre el e. d. g. $ y la horizontal que pasa por C: 
-b ES 
E=asenf+psena=asend+ AAA sena, 
de donde 
(a+ d) cos (B—9) 
senta + BY 


e igualundo a cero, resulta para el equilibrio, el mismo valor de $ en la 
solución del problema 81. Además 


(a+ bs -$ 
senta Aj 


sena, 


cos 9— 


HE —asmd— sena< 0, 


puesto que para a >b, debe verificarse $ > $. Análogamente se razonú 
para a<b y a= 5. El equilibrio es, pues, inestable. 
826. La energía potencial es: 


U=Gacosp » Qs 
y, como s =2b sen p/2 eat 


U=Gacosp + 2Qbsenp2. 
Diferenciando se tiene : 
au Y 
=—Pasenp + QbcosL= (260 sen EE 0») cosL 0 
por lo tanto, las posiciones de equilibrio p = 7 y sen 9/2 =Q6/2Ga 
Zomo en el problema" 981. Dilerencianda de muevo, se eme 


> = (=26asenh + 05) E son $) — Gacos*?. 


Si, por lo tanto, existe una posición inclinada de equilibrio, desaparece el 
primer término de la derecha y se tiene d2U':49: < 0, por lo tanto U es un 
máximo y la posición ínclinada es de equilibrio inestable; en este caso la 
posición de equilibrio vertical $ = 1 es estable. Pero si 2Ga < Qb, es decir, 
si no existe posición inclinada de equilibrio. la posición vertical es inestable. 


827. Desviando en un pequeño ángulo q, la Jínea de unión vertical OS, 
se obtiene para expresión de la energía potential de G: 


L,=G(R—DÍ( —cos 9), 
y de K: € o 


U,=—Ku 
por lo tanto, sumando : 
U=U, +Uy=G(R—r) (1—cos )—K fr (1—cos y) —(R—r) (1— cos 9)). 


K [r—(R—r) (1— cos p) —r cos y), 


—M— 


828829, Soluciones 


Además 
rseny =(R—r)seng, ose seny= 2" seng, 
de donde se deduce, tomando hasta los términos de tercer orden : 
" 
v= crak [F—a—0 5] 
RNP " 
= rg —=k[r (ES) $-anz] 
—2 
= (Ro [kE 
La condición de estabilidad 


ou 
Gi su? 
Gr 
K< Az" 
528. Según el criterio de Ronth, se forma 
E vamo caia 
-T+4U=z(P+ PA , 
se elimina 9 con ayuda del teorema de las áreas 
PP=h P=h[r, 
y se pone 2 =0; se obtiene así: 
1h ma 
E=T+U=¿ A+ MT: 
Se pone ahora on $ 
== —Atur=o0, 
y se halla 


a + an q (a +3) me 
Fi 


, 

La condición $77 >0 da n+3>0 n>3 

829. Como antes, se halla la expresión de la energía total (véase la 
figura del problema 820), y se pone OS =p: 

T=imib + 09) 4 mita. 

Um pari=+a jet jet + 2gecos (y— 9)). 


Introduciendo en vez de y el ángulo y—P=x, 0 5scap =P + j se 
obtiene : 


E =4mi0 + (09 +40) Qt 2 + e, 
U=ja [p* + 29€ cosz] 


(el miembro constante de U puede suprimirse). Como P 10 aparece explí- 
«itamente, se tiene la integral (teorema de las áreas) : 


S- mi(e +) +] =mh= const. 
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Soluciones 830. 


Sacando de esta ecuación S 
h— ki 
e 
y sustituyendo en T, se tiene: 
A El A 
$ 2 eo] +5 ter+200cos. 
dE Pe 
A 


la segunda ecuación nos da sen y = 0, esto es, y =-0 (o 2). Y como 


1 
E=T+U=3m[9+ 
Ahora, se halla 


sólo habrá que tener en cuenta el primer valor y = 0. 
Además, se tiene (después de poner ¿=0, 7 = 


E he 
ta +0=0 
y haciendo 9 =0, h= (9* + k1), w, ajm= 03, 0/04 =$: 


Po=0+e, esto es e= 
Además : SE 3e—k 
TS DEA 
y utilizando la ecuación ¿E/9g = 0 se tlene 


gE (pr —k) (0 + e) 
+] 


y la condición SE 


conduce Inmediatamente al resultado : Hay estabilidad si B>1 y: 


kl 38+1 
Si 


880. La energía cinética T en función de los ángulos de Euler y de sus 
derivadas es (véase el problema 818); 


T=¿A(Í +senrD y) +40 (9 + ycos 9) 
y la energía potencial U= Myhcos Y. 
Como los ángulos y y y no aparecen explícitamente, se tienen las 
ecuaciones ; 

Sa sent Pp + Ccos 9(p + pco) =a, 


EAS 
=p +pcsY)=» 

di » 

en donde a y b son constantes. Eliminando y y P entre estas ecuaciones, 
la energía E = T + U toma la siguiente forma: 


1 1 —b . 1 
E=sjado o +3 Cbr 4 Mghcos9. 


—8— 


831—838. Soluciones 


Derivando respecto a Y, resulta 


JE (des) (pacos) 
a —Mghsend, 
La condición 22 = 0 determina los movimientos estacionarios del girós- 
copo pesado (véase el problema 815). 
Para examinar la estabilidad en la posición vertical (9 = 0), haremos 
0=pP+yYc0s$ =n, 
Obteniendo las igualdades 


a=b=Cn, 
y por lo tanto 
JE _ Cinz (1—cos YY 
DA Mghsend. 


Derivando otra vez, se tiene : 


= ña E + cos* 9) Mghcos 9 


y para 90: 


E Cin 
55] -F—um 

20 

es decir, que hay estabilidad para 


Cin*>4A Mgh. 


BOL. Parar; =—0) 07 =0 y € = 1, resulta 0; =—20, y M/M, = 
882. Para 0,=0, v,=0 resulta v¡=*0, y My/M,=c. 
L4 
888. Para 0; = —», resulta 07 = e (0, —4)—0 y > LE 
884, Coeficiente de choque e=1/2. La velocidad de la esfera cho» 
cante, después del choque, es nula. 


885. 2M,p, sen a. 


£30,, 2941 (0,5008 —v,cosf). (Atsiblzase a ambos cuerpos la veloc 
dad 0, hacia la derecha con lo cual el problema se reducirá al anterior] 


837. M, tendrá después del choque con M, una velocidad 
2M, 5 
MIMA= 3" 
y, por lo tanto, después del choque con M, la velocidad 
(M,—M) 0 

M,+M, 7 

y como esta expresión ha de ser igual a —o,, se tiene 
M,-4M, 


885. Permaneciendo invariable la cantidad de movimiento y siendo 
inelásticos los choques, tendrán primeramente dos esferas la misma velo 
idad 1/2, después tres esferas la velocidad v,,3 y finalmente las cuatro 
la 0,/4. 


Dia 
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Soluciones 839—842. 


889. Sean 5, 0, las velocidades de caída de los pesos G, y G, en el mo- 
mento del choque ;'sus valores serán : 
vy= Y 2gh, 0,= 29h, 


El momento de la cantidad de movimiento respecto al eje de giro de la 
balanza, antes del choque, siendo a la semilongitud de la palanca que es 
al iniano tiempo la distancia del eje a los puntos donde se efectúa el choque, 
será ; 


a (6,0, — Go)!9- 
Después del choque el momento de la cantidad de movimiento es: 
2(2G + G, + Gpv/g. 
Igualando ambos valores se tiene: 


6, YE —G,V% 
o =V20 567 Ha 


840. Sea v, la velocidad antes del primer choque; tendremos antes 
del segundo choque 
by =— CU 
siendo « el coeficiente de percusión ; el Liempo comprendido entre el primer 
rebote y el segundo valdrá 


Si se calcula igualmente el tiempo comprendido entre el segundo y el tercer 
rebote, Se Liene 


a—d 
ta E eto, 
el tiempo total es 


y 


Sal. M¿= y MM, 
Las velocidades de M, y Ma después del choque son : 
(+0) Mw 
MM, >? 
+ M0_ (+, 
OL,+M, 7 BLA MJ, + Ma) 
ví.es máximo para M, = y M,M,, y para esle caso su valor es 


. 1 em, ] 
Dm 
m7 YE M, 
B42. Sean, para el instante en que C y B se tocan, 


4BCD=4, <BCA=9, 


Llamando, además, d al diámetro de la esfera ; se tiene que 1, cosa es la 
velocidad 'del choque ; », cos a (1 — e)/2 la de la esfera C en la dirección 
CB después del choque, y 0, sena la normal. De aquí resulta 

», sena 2tga 
A 


vi= 


vi= Dr 


uo 


AA 


843—848. Soluciones 


Ahora bien d 6 >, 
sen p = a cos (p— a), 
de donde id dá 


5D =dsna= VET 1D). 


Una de estas soluciones corresponde al caso en que B recibe el choque 
por la izquierda, y la otra al caso en que lo recibe por la derecha. 


848. Designemos por a el ángulo que forma », con la normal común a 
ambas esferas ; la velocidad de la que choca, después del choque, es v, sen a 
según la tangente y o, cos a (1 —e)/2 según la normal ; por lo tanto: 


1 
=01 senta + vicosta (10%, 
de donde 
-? m— 
se VS UF" 


844. Sea p la desviación de A a causa del choque, en el caso general 
tendremos ; 7 


A E E 


Para p = 90* se obtiene a de la ecuación : 


costa—cosa= 2 
== Te 


845. La segunda bola, después de) choque con la primera, tiene una 
velocidad cuyo valor es de 


20, 2, 
TERM a 


siendo M, y M4 las masas de las bolas chocante y chocada respectivamente 
Del mismo modo, la velocidad de la tercera después del choque será : 


2n y 
(A) 
2a y= 

y 


$46. Sea 1 la longitud del hilo de suspensión hasta el centro de las 
esferas ; la velocidad de la primera M4, antes del choque, será : 


d: = y 2gM([—705 4) = 2 sen > val; 


la velocidad del M, después del choque con M, 


y la de la última 


y después del choque con Ma: 

Mica 
MF My 0 
la velocidad de My después del choque con M, es 


a M, 
5=(1+) 7, 


1 M, M, M, 
“04 RA AO AA 


—46— 


Soluciones 847—848. 


Poniendo como antes 


03-203 VGL vi=2sen 3 Vil 

se tiene: 
: 2 son Y My My eMe 
sen y! =sen y OC+ OEM MM" 


sen Y sen Y reo A A, 
O E 
y para los valores particulares dados : 

a, =13* 16, as =36*32. 


847. Sea G, el peso de la varilla, w, su velocidad angular en el punto 
más bajo, Y, su m. de 1. respecto a O, el teorema de la energía da: 


G,12=J 012, J,=G 439 
y. Por lo tanto, la velocidad en el punto más bajo (punto de choque), será: 
ETA 
La masa reducida de la varilla respecto al punto de choque es: 


y la velocidad del peso G, (masa My) después del choque ; 
6, 


»y= 


. " 
TFMIM, 7 
Según el teorema de la energía tendremos para el movimiento de G,: 


¿20 216, 


2 =5) (5) == 15,07 m. 
848. La velocidad », con la que el extremo de la varilla choca con 
el cubo se deduce del teorema de la energía : 
T—T,=A 
J01/2 = 6, (1—cos a)2 


en que J, == M,1/3 es el m. dei. de la varilla respecto a O, y 0, su velocidad 
angular inmediatamente antes del choque. 
De donde se deduce 


=l0, = VIGU=-200). 
Si, además, D es la fuerza de choque entre ambos cuerpos, su momento 


respecto a Os y a O, es igual, respectivamente, a la variación del momen- 
Lo de la cantidad de movimiento, luego : 


Di=4,(04—0) y —Ds=J.0% 
Eliminando D y haciendo 10í =D, =50% = 04: 


de donde 


o bien 


J , 2 
FoO—0=20==Z0 

Teniendo en cuenta la definición del coeficiente de choque (», == 0) 
v¿—of 
E 
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849—851, Sotuciones 


y hallando las masas reducidas respecto a los puntos B y A de choque : 


Y, 2M, 26, 

EE 
se deduce para la velocidad de B después del choque y en la dirección del 
mismo : 

(14M, _ (+06, 

MM 7726, % 
La energía cinética del cubo después del choque es; 


usa GiG (14 e) 
T,=3M97 = A 00). 


Dm 


Para que el cubo volcase, el trabajo necesario sería : 


Ar=6,3 (421). 
Debe verificarse T¿> A,, o bien ; 
9 


$49. Reduciendo la masa M, de la viga respecto a A, se tiene 
M,=J,/a* = My/3 
y la velocidad de M, después del choque : 
030 Ms IM Me, 
MIMTIM AM, 


siendo 0, = y/2gH la velocidad antes del choque. 


El punto A, inicialmente en reposo, tiene después del choque la ve- 
locidad 


de donde 


860. El peso G, lega al brazo con una velocidad » = Yara 
Ma = 6,39 es la mas» del brazo reducida a su extremo ; su velogidad des- 
pués del choque es la misma que la de G,, a Saber, 0; = 07 = ao 
3G EG, 
El teorema de la energía nos da T—T,= A en donde T=0 y T, 
M, r Ma) 0/2. El trabajo del rozamiento y de los pesos descendentes 


A=—2/Drp + Gap + 6,37 


1 3 
Resulta, pues; oia 
3076) BJDr—a (20, + 6) 
851. Sean J,» Ja» Ja los m. de i. de las tres varillas respecto a sus ejes 
mos 


de giro; tendre 
Yi <= 35, (03 + bi —aby) 
J,=Ma(47 + b3—aj, 
Ji My(az + d3— asb);3. 


P= 
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Soluciones 852—853. 


Después del choque, las velocidades de los extremos de las tres varillas 
son: 


¿ Ma R 
Ar! =mirT, O +0Y, 


Y - a 17 


ee CHA me 
A a O Ve 
» 
Bi V=2% 


a 
ad, 


di 5 2H, 


(1 +0 Yo 


Bs: vola 


La esfera m recibe, finalmente, la velocidad : 


A y 
V=- IAB +0V 
. araj0b,d, MI IS 
V=VY0+ 0 ERTTTAS, + RIDIAS, + BIN + mb)" 


862. Según el teorema de la energía, la velocidad de la varilla en el 
punto de choque es 


o bien 


vt = 3g sen a dea 

b. La velocidad ví de este punto después del 
._ (+ om 

9, —D = LA MiM,” 

o bien con M,= >o(por ser B fijo) 


siendo TA =a, OB 
choque, se deduce de: 


Di =—C04 
al como antes oí = 3ysen f da, 
se deduce 

E € = y3en Pisena. 


858. Sea M, la masa de la placa; su m. de i. respecto a x es 7M4"/48 
y. por lo tanto, su masa reducida al punto A es 


M, =7M4/12. 


Si o, es la velocidad de la masa chocante M, = M4/10 y v; la velocidad 
del punto de choque A después del choque, se tiene : 


, (14 €)M, 
“mm 
»=120,/41. 


Si la placa ha de remontarse a su posición horizontal, el teorema de la 
energía permite plantear Ja siguiente ecuación : 


y para e=1: 


de donde 


854—857. Soluctones 

854. El m. de i. del árbol de levas respecto a su eje es: 
as A ad(R'—5r); 
la masa del árbol reducida al punto de choque es: 


Ji= 


43, 
Mi 
y su velocidad en el punto de choque; 
A ZA 


El choque es Inelástico (e = 0) y el árbol y el mazo siguen en contacto después 
del choque; por lo tanto, la velocidad del mazo después del choque será : 


“Tendremos, por lo tanto: 
o 1 aMA(R AR 5) 3 
a IO 


855. Sea SA = a, Lla longitud de la varilla, M, su masa; M, = A 


Su masa reducida al punto A; la velocidad del c. d. g. S después del choque 
será: 


0 [17] 


que la masa del obstáculo ¡pueda considerarse infinita. 
a la velocidad angular w de la barra alrededor de S, después del 
choque se tendrá : 


este 
ij Pi 


ó +4 
A 


y para la velocidad del punto de choque A: 
D=0 +40 =—en, 
es decir, que será independiente de a. 


858. Sea M, la masa de la placa y M,K* su m. de i. respecto al eje de 
gravedad normal al plano del papel”; su velocidad ungular después. del 
Choque será 
si 1 (400, 
"2 TY MM, 
en donde o, es la velocidad de caída de la placa, M, su masa reducida 
al punto de chogue, esto es, M; = M,k*/z*. Para que «) sea máximo es 
necesario que z(1 + 4/21) sea mínimo; lo cual ocurre para 1 = ke 
La máxima velocidad angular de la placa valdrá, pues: 
TA 
Er 


$67. Llamemos S al c. d. g. del conjunto de la masa M y del mango 
5, al de la masa sola M, y D a la fuerza del choque en A, y hagamos 


35, =4. 
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Soluciones 858—880. 


Siendo además, (M + ¡x)k* es el m. de i. del martillo respecto al 
eje de gravedad perpendicular al plano de la figura, b” la velocidad de S 
y w' la velocidad angular del martillo después del choque; tendremos : 

Dy=(M +42) kw", 
D=(M +pa)0 =(M + pajz0, 
de donde se deduce : 


Se tiene 


2=1+0—Y 


r rante mur az [Es (Grow) ), 


siendo el m. de i, de M sola respecto al eje de gravedad normal al plano 
del papel. 
e aquí se deduce, para determinar x, la ecuación 


par (z +30) =6J. 


858. Debe verificarse; y + T.=J,/Mg siendo J, el m. de i de la 
masa M del disco respecto al eje =. 
De J, = Mr'/4 + My" se deduce 


y=rA. 


859, Lu placa recibe un choque en el punto B. Igualando los momentos 
respecto a'B de las cantidades de movimiento, antes y después del choque, 
endremos 


Mv-0 4 Jm =Mvb + Jw, 


en donde M es la masa de la placa, J su m. de i. respecto al eje de gravedad 
vertical, y y v” las velocidades del c. d. g. antes y después del choque res- 
pectivamente y 5 la semidiagonal. De 


J=M0/3, vw=bor 
resulta : 
w=0/4 


880. Sea D la percusión o fuerza en A, Y la reacción en B y sea, ade- 


más, AB = BC =21, las ecuaciones del movimiento con las notaciones 
de la figura) son : 


Mo, =D= + Y, Mo =—Y, 
IF y BC , 
Barra AB mo, (Y —D)L, Barra BC mho, YL 
Para el punto B se tiene: 
v, + lw, =14¿—10, 
de donde. 
Y=D/, v,=5D4M, lo, =—9D/4M 
y 


861—864. Soluciones 


$61. Adoptando las notaciones de la figura, las ecuaclones del movi- 
miento son: 
mp, =D +Y, 
varilla AB S illa BC: my, = — 
Varilla 48 mo, =(D— Yjo, Varilla BC: mp, Y: 
Si se añade la condición de que las varillas sigun unidas en B: 
P—20, == Uy, 
se tiene : 


2m, Ñ Y 2D 
Y= Fam y "7 


mm im 
dirígida hacia arriba. Ñ 
862. Siendo R el choque de rozamiento y empleando las notaciones 
de la figura, las ccuaciones del movimiento serán ; 


Disco 1: Be (a—Ww) =— Ra, 


mo =R. 
Además, debido a la rugosidad de las llantas, tendremos : 
00 = Df + 400% 


Sustituyendo los valores de “%, 0; y (0; deducidos de las ecuaciones del 
movimiento, resulta 


aw =5Rjm,  porlo tanto — Rim=aw/5 


O 
Disco 2; e 


id W=30/5, a=205  =a0/. 


La pérdida de energía es, pues: 
1. a 4 11 afro 4 2 1 ama 
23770 +3mu—2m3 E +87 5 i=zm (a dl =2). 


868. La velocidad vertical después del choque es u'=-—cu, La velo- 
cidad angular «y después del chogue se deduce de las siguientes veu 
clones del movimiento en las que Ki es la fuerza impulsora de rozamiento: 


mo=R, v=aw, 
: 
m 22 (0 0) =—Ra 
(El m. de 1. de una esfera hueca delgada es 4¿ma*.) De aquí se deduce : 


wW=20/5  v=200/5 
y el salto o alcance: 


El 


864. Sea M la masa de una varilla y J su m. de i. respecto a Un ex- 
tremo ; el momento respecto a C de la cantidad de movimiento de la 
varilla AC, antes del choque es Mva/2, y después del choque Je, siendo 
eo la, velocidad angular alrededor de €. igualando ambos: momentos de 

jene ; 


y 2 4an 
W =-7 senda => V senu V cos U = => eu. 


w' = 30/24 = const. 
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Soluciones 865 —867. 


y somo, además, el ángulo p de giro de la barra AC hasta el encuentro de 
A y B, es igual a 27743, el tiempo huscado será : 
g_ taz 


ETS 


865. Siendo M la masa del disco, J su m. de j, respecto al eje AL, 
r la semidiagonal y D la fuerza del choque; tendremos : 


Ho —w) =- Dr 
Llamando, además, v” a la velocidad del «. d. g. del disco, después 
del choque; se tiene 
MO e D 
y finalmente 
vero. 
De aquí se deduce: 
w= 


y  D=Mro7. 


868. Se igualan entre sí los momentos (respecto al punto de sujeción H) 
de las cantidades de movimiento del cubo, antes y después del choque, y se 
tiene : 

Mva?2= Jw 


en donde M es la masa del cubo, J = 2.4423 cl m. de i. respecto a la arista 
de J£ y es la velocidad auular después del choque. De aquí resulta para 
la veloctdad del e. d. y. del cubo que se busca: 


0 ar Fa 
La energía cinética del cubo después del choque es: 
T=Jo0*2; 
y si ha de volcar el cubo, debe sobrepasar al trabujo de elevarlo que es: 


A=M93(V3—1) 
y, por lo tanto, se tendrá ; 
vwei(y2-—1)gu 


867,  Igualando los ¡momentos, respecto a A, de las cantidades de mo- 
vimiento, antes y después del choque, se tiene : 


Mid, 342 =(J + Me AB O; 


siendo J el m. de 1. del prisma respecto a A y ww” su velocidad angular des- 
pués del choque. De aquí. se deduce: 
» 


a? 


ER 
Es 
Para que el prisma vuelque, la energía comunicada ha de exceder al tra- 
bajo necesario para clevarlo, o sea 

Y + M«AB)Y0%>(M, + M)g(AS 


siendo $ el e. d. g. del conjunto del prisma y de la masa M2. 
De lo cual resulta ; 


20 


ÁS=1308, 
y finalmente : 

1 >53 099. 
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23, WITTENDAUAR: Problemas de Mesánica, E. 


S688—870, Soluciones 


868, Siendo M la masa del triángulo e y, la coordenada en el eje de las 
y de sue. dl go se tiene: 


lzydM ida 
o 
y como 
Sevaar a $ [xyaxay = n 
b 1 
y AU M=gp0b, 
m 
fuas= 1) furazay asÉ 
- 0 
resulta: 


E=af,  y=b2 


369. Cálenlo como en el ejemplo 888. 


Javax - uff zuazay 


pl 5 fees =Efrir—eyas e Esa, 


3 
0 
Tor 
Juas an al furteay ES e vas] 
v 0 
z , 
A mi Br, 
=- 5juen -3]| (123 dz O 
o o 


de donde: 
E=31/8, 9 =3xr16, 


870. Cálculo como en el problema 868. 
+23 a á 
fániito | fentzan=a] E nds 
Ñ d —M2 
bh bh 
a= (+ w. ==. (5 +9). 


de donde : 
Seva = q mone (b,— bi). 


—31H4— 


Soluciones 871 886. 
Además 
1 
Fusaar = publ. 
M=pbh?, Ye = 116, 


$=(0—0)2, n=h2 
esto es, que el centro de choque está enel punto medio de la base 5. 


y, por lo tanto, 


87. 01667 


60 


1000 10. 
3600 s. 


872. y nro ; MEE y es Para poner en corres- 


pondencja la exactitud e con la de y, deberia hacerse 9'= 127 100 km.-h.1]. 


878. y = 1,831. [51% - y e $ = 0.02] 


874. 1CV = 542 libras-pies ingleses por segundo). 


0,305 m 0,4454 kg 
NE 


em. 


875, 445374 dinas (siendo y = 981 
véase la solución del 872.) 


876. 13847 dinas. (En cuunto a la exactitud, véase la solución del $72). 


= En cuantu a la exactitud, 


$7. 1C0V= 75 y En = 735, 152: 735 Watt 


878, J =J-981:108, (J[ML?] =J, [MIG 6 


1 kg. peso 


ML mts Je go masas Lem). 


870 rl [0s 295,71 Eras vienesa > ple” _ RE, »] 


mín: 


Ubras vienesas 
880. 2=74ll [600 LE, - a] 


SSL. a) [Kl= [RL T=Y by (ki (MA LITA 


[La dimensión fuerza se designa por per la de masa por 1M), ln de 
longitud por (L] y la de tiempo por [7] 


882 [a] =iL=", [0] =(KL=". 
888. a=0,100, b= 0,667. 


1 1 
[0.038 am. 5 * pulgadas vienesas * 


libras vienesas” 
pulgadas” 


884. El número es abstracto y carece de dimensión 
885. a) [0] =[KL=“+0 TL 5) lu] =1ML="to 79" 
888. a) la] =(KL=*72L. (81=[x1"472); 


>») [a] =¡ML-", (8) =[m1"itr-1]. 
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OLEO ETA 
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Pp 10d euaaps as ou £ “oun norsuanup 91 3uan 0098 OIR [a “oque 0] 40d 
ATA ATi EMI ETÍ OS LY "E “0 2 SOMOFSUGUP SET 388 

(suqu ua q y + gAzioo = ['Bmd] p 
¿ vosniq os 9nb e(mung) Banu e 9yposoz apuop ap 


md-4 Bquex = "u19-4 BA 950% 


vpuámmd Á= un gp *epr 
¿sa 
.O(UUAIP SPUOJONNOO SOMINMÍ se 9sa1Qrzoso uspand “oquey 01 20d “4 (74 
a] SAUOISUAWMP SP] USUANITO AS G') Á 90% SOLIUIPAL SO] PIPA "108 
“gero = 1d] p 


“Cu/seaqH ua al (ABR 
:( AS bd y 


3 SOUOLIDNDA SU UDUS APUOP AP 


AS TN 
*1 —PIOY+SeIQUÁ = ¡ B104 + BN p 
soda = gueL 


: SO(PUOISUAMISP SAUOJIENDS SaYUaIMBs se] uauanqo as amb «] 
20d [427490] £ :.LM) “[p7) SaUOISU0UUp Se] asus seaiduso sauoJen? 
srpusoadxa “SOI ap 90'0 Á Op 'L SOLUIDU SOL 3P SAUO[SUAP SET 00% 


Lol Ty 38) 61 09159 19 0 £ [+71 M1 t0ISU0Up eL vopogad ess 19 19 
UA OGEL VI0UGN L3 AD IIMPIP IS Y UOISICALUIP DI DUI) Y OO). "68% 


8 
“6sezU00 = 4 =q 
P60r='"D =D 
ES 
"[eT) vojsuap e usuan (q? [to 
47] voisuaUap ej uu lo] [ql 10] tas 
saquiavauy sooueumod g amb sespuan “gE880000'0 = » 
dl = (81 *(2 1-1) = (0) *288 


TOS *568—188 


Soluciones S94—-396. 


Si tadas las cantidades de la fórmula se han de referir al m. resulta: 
151-315 HL im LALA, 
de donde 
z= 15-107). 
Si se han de referir, por el contrario, al mm. : 


15L-2L 7 UL li=ylr? 


Md 
e 
y=15-10-%. 
La fórmula será, pues: 
f=0,015 yi0Vip, o bien / = 15-10-1y/V7p,. 


504. En la fórmula aparecen dos unidades de fuerza (Kg. y ton.) y dos 
unidades de longitud (km. y m.); además, la unidad de tiempo (hora) 
ha de sustituirse por otra (segundo). Entre estas unidades existen las 
relaciones + 


Kj=1000K, L,=1000L, T,=36007. 
La dimensión de 0,0052 es: 
En 
Ku E 
El número k para las nuevas unidades, satisfará a la ecuación : 


KnT 
0008 0" KR Eo 


k = 67.392,10 -". 


de donde 


86. La resistencia es una fuerza y como tal tiene en el sistema físico 
la dimensión (ML T=*1, la superficie del disco tiene la dimensión (£2). la 
densidad del aire (ML=*] y la velocidad |LT=*). Se puede, pues, escribir 
la ecuación dimensional 

MLT!= (Lip (ML (LT=P 
De ahí se deduce ; 


es decir 
Resistencia = ¿área » densidad - (velocidad)*, 

Análogumente se hará en el sistema práctico. 

$08. La potencia tiene en el sistema físico de unidades, la dimensión 
¡BUL3T -5), la velocidad angular la (T—1), y la densidad (ML”*). 

La. ecuación dimensional será, pues: 

MIT" = (TP (ML-". 

de donde 


2=l 

por lo tanto tendremos : 
Potencia de la hélice = £-densidad »(radio)*-(veloc. ang-P + 
Análogamente se haría en el sistema práctico. 
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Tabla de las principales Tórmulas 


IL. Resultantes y equilibrio de las fuerzas 


1, Resullante de las fuerzas X, (Xj Y¿. Zj) que pasan por un punto ; 


he, XX Yo V=D)Yo 2=D 2. Key 
2. Triángulo de fuerzas : 
Ko Kj- RIF ZR,K,cos a == K,c0s a, = K,C08 Ma, 
+Kyi K= sen a,: sen a: sena. 


3. Equilibrio: 
ER =0 EX: =0, Y =0 4=0 Ñ 
4. Kesultante de un grupo de fuerzas en el plano: 
xo EX. Y= DY. 4> (Y. 90 = YE (Ki 
Ecuación de la línea de acción de la resultante en coordenadas rec- 
tangulares E, y 
EN SM 
5. Equilibrio de un grupo de fuerzas en el plano: 
EX=0 EN=0 DY —uxo=0. 
6. Resultante de un grupo de fuerzas en el espacio 
X=<EX, Y= E Yan 2=DZ%;kK= y Wi, 

Ma Zi Y) My DAX Z) Ma = Y YX 
licuación del eje central; coordenadas rectangulares: Emb: 
(94 EY) Ma EX ED) Mi EY A 

E E =p di E Ñ 
La fuerza de la resultante helicoidal es K. el momento : 


7. Resultante de dos fuerzas que se cruzan; K,, K¿ (% Ky K)=45 
K=wyKi Ki 2K,K,cos a 


K,c08 4, = K¿008 Ap, 


K, 3 K = sena, !sena, 3 sena, 
KK, 


Mm FR asena; a, :0:=1g 45180, 


8. Equilibrio de fuerzas en el espacio 
X=EX“=0 Y=xH4,=0 2-=N%= 
Me= E Y0=0. My E GN.- 229 =0, 
Me DY — 1x0 = 0. 
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Resultantes y equi 


6. Momento estático de masas uisladas M = Y mx. 
de masas distribuidas en lineas M = |Ípxds. 


en superficies M= [uxd/, 


en volúmenes M | pardo. 


10. Coordenadas del centro de un grupo de fuerzas paralelas y masas 
aisladas 


Fuerzas paralelas ; 3 = DÍ y- SE ES R 


Masas : dis +38 n A o 


Con masas distribuidas : 


en lineas ; 


en superficies : 


en volúmenes: E ===, 
tar 
11. Centros de gravedad de diversas figuras. 
a) Triángulo: Al 4 de la medina. 
E 
5) Arco de círculo: Distancia del centro 7 > 22, A semi 
ángulo central en radianes. 


2r 
Semiarco circular: Distancia al centro ¿== E 06366 


e 


Arco circular tendido: Distancia de la cuerda : 


1 2b 
e) Trapecio: Distancia de a: y E E E 


d) Sector circular: Distancia del centro : 


21sena 
s4— 


Semicirculo : E > Ea = 0,4244 rn 


17. 


2 


Tahlas de las principales fórmulas 


e) Regla de Goldin para las superficies de revolución: Area: 


O=au4L 
Regla de Guldin para cuerpos de revolución : Volumen ! 
Vary P 


di de 


1) Zona esférica: Distancia del centro: F-= 


sta, 


4) Casquete esférico; $= 7 “27s 


h) Sector esférico: Em 3 fa 


1) Cono y pirámide: En el primer cuarto de la altura. 
Ley de rozamiento de Coulomh ; 
«) Rozamiento de partida: R| 2 f,N o, 


b) Rozamiento en el movimiento; R =/N, en contra del moyi- 
miento : 


Momento de rozamiento de los gorrones : M =/7Q 
Momento de rozamiento de rodadura : M = /,Q (/, es una longitud). 
Cuerda sobre un rodillo: K = Qe/?. 


Rigidez : K= (132 Y) Q ee 
Ñ , 
Cuerda de cáñamo: 2É = 0,03 d* bis 0,06 dt ¡d en cm.). 


Cable: 25 = 0.08 dt bis 0,09 d* [d in em. 
Ecuación de la polea: K= 30. 


Coeficiente de resistencia de una polea: ¿= 1 


Ecuación de la cuña; K=QUg(a—- 2), K.=Qtga 


Ecuación del tornillo: K se OR Yao K=07 ga. 


1 1 
Resistencia de vehículos: Y =XQ: x= 300 hasta q . 


Líneas funiculares : 


T 
Condición de equilibrio ; 5 05D. == 009. 


Catenaria corrientes y =acos hip E, — s==asentipE, 

E 
yis=aé%, T=qy 
pb 
h 
Principio de los trabajos virtuafes para el equilibrio : 

Dixór YSy!Zá55)=0. 

Para sistemas en que sólo actúen fuerzas paralelas se tiene : 
D/óz=0 3-0 


MH - 


25. 


26. 


2. 


28. 


29. 


30. 
3 
32. 


Cinematica 361 


Ml. Cinemática 


Velocidad y aceletución en conrdenadas cartesianas 
¿ ty = Y 
y Es ly dy 
Velocidad areola: 
En coordenadas polares F, 
.= » 


1 
—19% merlo , 
> rd 


Valores intrínsecos (según la tangente y la normal): 
Dem ds Ad 


pi 
PURO. 
Giro : 

Velocidad angular: w = $. 

Aceleración angular: 2 ==. 


N.* de vueltas: n Me 


ran 
Ye ro. 


dv 1du? 
Prohlemas de Cinemática: 1. w=w(x); W=wW()=072=3 q7> 


“ o 
03 (0) 084 2 funds; ro=E. 


» 
de 
Jou 
Y 


Caída libre: w=9;0=0, + 9l;2=0 


nl. amoo Le t 


Lanzamiento vertical ; 0? = ri —29x; 


Lanzamiento oblicuo * 


0,0, Py =0, 008 4, x=»,cosat, 
Weg ensna—gl pur swnal—i90. 

em oisenta— 294 

13 sen? a visen2a 
Altura: Ho ESTO alcance: Wo ANOS 

29 7 

lo 5 2», 

Ascer PSP Duración: 27 = TLENZ 


E 
Movimiento armónico simple : 


Y-xi=0, r= ásen (el ; a). Periodo: T= 
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34, Vibración amortiguada : E + 242 + xr =0. 
a) Amortiguación débil: ¿<x: 


7, 


sen(vl4 0), T= 


5) Amortiguación fuerte: ¿>x:; 
I= AC 4 BePf; poson raíces de pr + 24p +xt=0, 
€) Caso Jímite: ¿=%*; a =(A Be 
35. “Movimiento forzado (19, = aceleración impresa) : 


a) Sin rozamiento Cu = E = 1, Sen Y. 
a 


pi 
cia Dt +0 


b) Con rozamiento: 1 = S = 0, sen y —) lw,l, 


a 
Da 1005 PL 
36. Movimiento forzado de un punto material 19, = 930% 03 + 29y. 
37, Péndulo: Ecuación diferencial para oscilaciones pequeñas : 
lp+gp=0. 
T 
Período: T=2x vi. 


38. Movimiento relalivo de dos puntos de una figura plana: 


Ve=01+ Daba 10, 
ROA a rt 
Wa = 4 + Wan = Da + Way i Pagi Way dot wy lo. 


39. Movimiento relativo de un punto respecto a un sistema móvil 


E 


a) Sistema en traslación: De =D, 


b) Sistema en rotación : 39 —=¿ 0, 
= jgirada 212 en sentido de « respecto a 19). 


De =2ogt0 


J. Movimiento relativo libre: 104 


T 


1. Movimiento relativo forzado: W.=ú0, y iy 


40, La solución de la ecuación diferencial lineal 


d 
+= 


y=co jim ; Afrmex Jan dt ás, 


en donde C es una constante arbitraria. 


4 
42. 


43. 


dá. 
45. 


46. 


Dinámica 363 


MI Dinámica 


Ecuación del movimiento de un punto (Newton): K =mw- 
Trabajo: 4 =(ÍK cos 9 ds=[(Xdz +Ydy + Zd2); A =]Mdp. 
Potencia: Ej = Kocos $=X0, + Y0 + Z0 


Caballo de vapor: 1CV =75 kgm.'s. 


Energía cinética: T=+4Mv" —4Jw* 
(para el giro alrededor del e. d. g.. 


Momentos de inercia y centrifugos (de desviación) : 


Je= ji - dm, 3, =|( +2)dm, 3, =j( + y) dm. 


D,, =Íyzdm, Dz = jixdm, Day = [eydm. 


Para otros ejes cuyos cosenos directores sean : 


resulta : 


Mm 


z (Aja 
yola 
zlnil»!l» 


Je = Bda + Edy id 2 YI 2 3 2 216109, 
Dye = — 2 da da — Mala dy Ya Va de — (Ma Va + a) Dia 
+ (44 + 932) Diz + Oe ba — AD 
y otras análogas permutando los indices, 
M. de i. para ejes paralelos: J¿=Jg + MO. 


Momentos de i. polar: Ja =[rdm=J, +Jy 
Radio de giro: kt=J'M. 


Masa reducida: Ma=J0". 


M. de 1. de superficies planas : J,=fytdf, J,=jxtdl. 
ale 


Rectángulo, a, h, Eje por S paralelo a a:=75 > 


Triángulo, a, k, Eje por S y paralelo a a: 


r 
Círculo, r, Ele por S: Tp. 


Semicirculo, r, Eje por S paralelo al diámetro : * 
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5t. Principio de d'Alembert en combinación con el de los trabajos 
virtuales: D(X mb) 6 x + (Y imán ó y + (Zi—mí2)6 = 
$2. Energía cinética: Punto: T= ¿Mot 
Figura plana: T=4M0j — 4J50%. 
53. Teorema de la conservación de la energía: T--T,= 4. 


54, Teorema del c.d-g.: mp =K;mE= YX, mp=XY,mi= Ez 


55, Teorema de las áreas: $, Em (yo, — 20) = My. eto. 
56. Péndulo físico : 


Período: T= 22VX : 


Péndulo reducido; ¿= 2 


ma* 


$57, Ecuaciones del movimiento para sistemas planos (discos) (£, 9. 
coordenadas del <. d. g, y giro del disco): 
mi n=X, mi=Y, mkp=Ma 
58. Criterio para la estabilidad estática (U = energía potencial) : 
a [SO estable 
qe 5 = 0 Indiferente 
-“P [> 0 inestable. 


59. Coeficiente de choque o percusión L— 20, 0505 t. 
>» 


», 


0, Ds y bi 0¿son las velocidades de las masas M, y M, antes y 
después del choque. 


60, Las velocidades después del choque se deducen de la definición 


de e y de la ecuación del impulso Myo, + M0, = My0; + My0s- 
a eM) or + (1d e) Ms 
a MF My z 


0 0 Mo + (0 EM 


Fuerza del choque: 


NN A TN 


M,+M, 
MM, 12, A 
mo A ES 


Pérdida de energía : 


e MM, lie li > d 
Y 3 O 12 MM (0 — 09 


1—e MM. 
2e M, 


$1 


63. 
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Choque completamente elástico (e-= 1): 


e 2M, — M1 + 2H 
NAT O YD MF Mi, 

24, 24, + 0) —MJ0 
"ot a EAS 04) M5iM 


2M,M. MM 
De, 3h (M—.)= MA E,=0. 


Choque completamente inelástico : (e = 0): 


Mp, + M 
e q, 


MM MM, 
De A E A 
Coordenadas del centro de percusión : 
á jzyam _fyam 
ON Mp 
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